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AVIS DES EDITEURS. 



L auteur du Calcul de t effet des Macfdnes , en travaillant à une 
seconde édition de cet ouvrage , s'était proposé de le refondre et de 
l'étendre de manière à former un traité complet de Mécanique ap- 
pliquée. En même temps il avait cru devoir donner plus de déve- 
loppements à l'exposition des principes fondamentaux que cette 
science emprunte à la Mécanique rationnelle. Ce sont ces développe- 
ments qui, sous le titre de Mécanique des corps solides^ forment 
presque en totalité la première partie du volume que nous publions 
aujourd'hui. Les douze premières feuilles ont été tirées du vivant de 
l'auteur ; les suivantes ont été imprimées d'après les feuilles manus- 
crites qu'il avait également revues lui-même. Les éditeurs ont cru 
satisfaire au vœu du public en joignant à cette première partie une 
réimpression pure et simple du Calcul de F effet des Machines ; les 
lacunes qu'on y remarquera correspondent aux questions qui se 
trouvaient déjà traitées, et généralement avec plus d'extension, dans 
la première partie. Enfin, à la suite de l'ouvrage, on a placé deux 
fragments inédits laissés par le même auteur, l'un relatif aux ponts 
suspendus , et l'autre à la poussée des terres. 



AVERTISSEMENT 



QUI PRÉCÉDAIT LA PREMIÈRE ÉDITION DU CALCUL DE I. EFFET DES MACHINES. 



Je me suis proposé dans cet ouvrage de présenter toutes les considérations 
générales qui tendent à éclairer les questions sur Téconomie de ce qu'on 
appelle communément la force ou la puissance mécanique^ et de donner des 
moyens de reconnaître facilement quels sont les avantages et les inconvé- 
nients de certaines dispositions dans la construction d'une machine. Je pense 
qu'après avoir lu ce Mémoire , on sera en état de se diriger convenablement 
dans toutes les recherches de calcul et d'expérience qui se rapportent à ce 
sujet. 

Les traités spéciaux qu'on a publiés jusqu'à présent sur les machines n'ont 
pas complètement développé la théorie de l'emploi des moteurs , qui parait 
en eflfet devoir rentrer plus naturellement dans l'enseignement de la méca- 
nique rationnelle. D'un autre côté, les ouvrages qui traitent de cette science 
ne contiennent presque rien sur cette théorie. J'ai tâché de remplir cette 
lacune , et de donner ainsi un utile complément aux cours de Mécanique de 
rÉcole Polytechnique, en même temps qu'une introduction à ceux des écoles 
d'application. 

La table des matières fera voir plus particulièrement quelles sont les ques- 
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tions que j'ai traitées ; je pense qu'elles n'ofiOriront point de difficultés aux 
personnes qui ont quelques notions d'analyse infinitésimale et de mécanique. 
Si cependant on veut passer les calculs qu^on ne suivrait pas assez facile- 
ment , on pourra le faire sans inconvénient ; une simple lecture de tout 
le reste suffira pour donner les principales notions sur la théorie des 
machines. 

Il y a dix ans que j'avais écrit, sur une partie des matières qui composent 
cet ouvrage , des feuilles que j'ai conmiuniquées à différentes personnes , 
notamment à MM. Mallet , Bélanger et Drappier, en 1819 , à M. Ampère , 
en 1820 , et à M. Poncelet , en décembre 1824. Depuis l'époque de 1826 , 
j'ai apporté à mon premier travail diverses additions et améliorations qui 
complètent le cadre que j'avais en vue ; elles concernent plus spécialement 
les pertes d*action dues aux frottements des engrenages , la dynamique des 
quantités de mouvement ou du choc {*) , la théorie du mouvement des 
machines et des volants , celle des roues hydrauliques, l'emploi du vent et 
de la vapeur comme moteurs, l'écoulement des fluides, et enfin le trans- 
port horizontal des fardeaux. 

J'étais parvenu dans mon premier travail à des considérations qui m'a- 
vaient semblé neuves en quelques points. Il n'y avait en effet, à ma connais- 
sance sur ce sujet que l'ouvrage de Camot et celui de M. Guéniveau (**) -, 
mais en même temps que je m'occupais de cette théorie. Petit insérait, dans 
les Annales de Physique, un Mémoire succinct sur l'emploi du principe des 

(*) En traitant ce dernier point, je connaissais ce qui a été écrit Tannée dernière sur le 
môme sujet par M. Cauchy et par M. Poncelet, dans son cours lithographie de Tëcole de 
Metz. C'est un énoncé de ce dernier , sur le choc des systèmes de rotation , qui m'a porté 
à présenter d'une manière analogue celui que j'ai donné. 

(**) J'ai eu connaissance, il y a peu de temps, d'un article publié en 1815, par M. Burdin 
dans le n"" 221 du Journal de$ Mines , où cet ingénieur a donné sur les machines de très- 
bonnes considérations qui, je crois, n'avaient pas encore été anssi bien présentées. 
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forces vives , et un peu après , M, Navier a publié ses utiles et savantes notes 
sur V architecture hydraulique de Bélidor, 

Postérieurement M. Poncelet a donné, pour son cours de machines à 
l'École de Metz , des feuilles lithographiées qu'il m'a communiquées , et 
où, parmi un grand nombre de questions nouvelles , il a traité plusieurs de 
celles que je viens de citer. Ces publications m'ont ôté aujourd'hui toute 
priorité sur quelques idées où il était naturel de se rencontrer , en sorte 
qu'en plusieurs points ce petit ouvrage ne différera de ce qu'on a écrit sur le 
même sujet, que par la manière dont ces mêmes points y sont traités. Néan- 
moins, j'ai pensé qu'il ne serait pas sans utilité de réunir et de présenter 
sous une autre forme toutes les considérations qui se rattachent à une théorie 
aussi importante que celle des machines (*). 

J'ai employé dans cet ouvrage quelques dénominations nouvelles : je dé- 
signe par le nom de travail la quantité qu'on appelle assez communément 
puissance mécanique , quantité (faction ou effet dynamique {**) , et je propose 
le nom de dynamode pour l'unité de cette quantité. Je me suis permis encore 
une légère innovation en appelant force vive le produit du poids par la hau- 
teur due à la vitesse. Cette force vive n'est que la moitié du produit qu'on a 
désigné jusqu'à présent par ce nom , c'est-à-dire de la masse par le carré de 
la vitesse. Si l'on avait éprouvé comme moi combien les élèves sont embar- 
rassés par les dénominations mal choisies , je crois qu'on ne blâmerait pas 

n M. Bélanger, ingénieur des ponts et chaussées, auteur d'un mémoire très-intéressant 
sur Técoulementdes eaux dans les canaux, et qui s'est occupé avec succès de là théorie des 
machines et de ses applications, a bien voulu revoir mop manuscrit et m'aider d^ ses con- 
seils : je lui dois plusieurs améliorations qui ont mis plus de clarté et plus d'ordre dans cet 
ouvrage. 

(**) Ce mot de travail vient si naturellement dans le sens où je l'emploie , que, sans qu'il 
ait été ni proposé, ni reconnu comme expression technique^ cependant il a été employé 
accidentellement par M. Navier, dans ses notes sur Bélidar, et par M. de Prony dans son 
Mémoire sur les expériences de la machine du Gros-Caillou, 



ce léger changement. Il est très-gênant d'avoir un nom pour le double d'une 
quantité qu'on retrouve à chaque instant Si l'on a donné anciennement le 
nom de force vive au produit de la masse par le carré de la vitesse , c'est 
qu'on ne portait pas son attention sur le travail, et que ce n^était pas le 
produit du poids par la hauteur due à la vitesse qu'on avait eu à désigner le 
plus souvent. Tous les praticiens entendent aujourd'hui par force vive, le 
travail que peut produire la vitesse acquise par un corps; et certainement , 
quoi qu'on fasse , il y aurait toujours deux acceptions en usage, dont l'une 
s'appliquerait à une quantité double de Tautre, si les géomètres n'adoptaient 
pas la dernière , qui est réellement la plus conunode pour l'étude du mouve- 
ment des machines. Au reste , quand même on ne voudrait pas introduire 
cette nouvelle dénomination dans la Mécanique rationnelle , ne pourrait-on 
pas encore se le permettre dans les ouvrages sur les machines? Si les lec- 
teurs sont versés dans la Mécanique rationnelle, ce changement ne les 
gênera pas; d'une autre part, il aura certainement de l'avantage pour un 
bien plus grand nombre de personnes qui étudient les machines sans pousser 
plus loin l'étude de la Mécanique. 

Il y a quelque temps que des membres de l'Académie ded sciences ayant 
demandé qu'on fit un choix pour l'unité de travail ou de la puissance méca- 
nique, j'avais remis alors une note pour proposer les dénominations dont je 
viens de parler. Le célèbre Laplace, qui faisait partie d'une conunission 
nommée pour cet objet , voulut bien me dire qu'il ne croyait pas que l'Aca- 
démie dût prendre l'initiative pour choisir des noms , qu'elle ne pourrait 
que sanctionner l'usage, lorsqu'il commencerait à s'établir. Selon cet 
illustre géomètre, c'était aux personnes qui s'occupaient des machines à 
essayer d'introduire les termes qu'elles jugeaient les plus convenables. D'a- 
près une opinion d'un aussi grand poids , il m'a semblé que l'on ne pourrait 
me blâmer de proposer et d'employer des dénominations qui m'ont paru 
plus claires et plus convenablement choisies dans leurs étymologies. 
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MÉCANIQUE 

GÉNÉRALE 



DES CORPS SOLIDES, 



CONSIDÉRATIONS SUR LES FROTTEMENTS. 



CHAPITRE PREMIER. 

Notions sur la vitesse^ la force y le poids y la masse ^ et sur le mouvement 

(Tun point matériel. 

1- — Lorsqu'un corps change de position, nous disons qu'il est en mouvement. Du monvemeot ■b» 
91 nous rapportons la position du corps à des points fixes , noua considérons 
alors un mouvement absolu. Si deux corps se meuvent dans l'espace , et que 
nous considérions le mouvement de l'un par rapport à l'autre , c'est d'un mou- 
vement relatif qu'il s'agit. On donne une idée plus complète et plus claire du 
mouvement relatif de deux corps, en disant que c'est celui que paraîtrait 
prendre l'un de ces corps , pour un observateur qui se mouvrait avec l'autre en 
se supposant fixe. Tels sont les mouvements que nous observons à la surlace de 
la terre ; ils nous paraissent absolus , parce que nous les rapportons à des points 
que nous regardons comme fixes ; cette illusion, comme on le verra par la suite, 
est ordinairement sans inconvénients dans les applications de la Mécanique; 
mais ces mouvements ne sont réellement que relatifs, puisque les points 
auxquels nous les rapportons sont entraînés dans Vespace avec la terre. 

1 
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Pour simplifier Tétude du mouvcmenf , nous ne considérerons d'abord que 
des corps dont les dimensions soient négligeables vis-à-vis des espaces qu'ils 
parcourent; on donne aux corps ainsi réduits à des dimensions infiniment 
petites, le nom de points matériels. 
De la viieue 2. — Pour apprécier le mouvement d'un point matériel dans l'espace , deux 

éléments sont indispensables à connaître: i** ses positions successives, ou les 
espaces qu'il parcourt; 2* le temps qu'il emploie à passer d'une position à une 
autre, ou à décrire ces espaces. 

Supposons d'abord qu'un point matériel se meuve en ligne droite; rappor- 
tons ses positions successives à un point fixe pris sur cette droite, par exemple, 
h la position initiale du mobile , que l'on nomme aussi l'origine du mouvement. 
Appelons ela distance du point matériel à l'origine, après un nombre d'unités 
de temps que nous représenterons par t ; cette distance étant regardée comme 
positive quand le mobile sera à droite de l'origine , par exemple, et comme 
négative quand il sera k gauche. Cette distance est nulle au commencement du 
mouvement , c'est-à-dire que quand ^ = o on a e = o. 

Si, pendant tout le mouvement, le rapport - conserve une valeur con- 
stante, c'est à-dire si l'espace e reste proportionnel au temps t^ ou dit que le 
mouvement est uniforme. Ce mouvement est le plus simple de tous. 

Un mouvement uniforme se distingue d'un autre mouvement uniforme par 

la grandeur du rapport —qui correspond à chacun d'eux. Si ce rapport est plus 

grand dans le premier mouvement que dans le second , ou si , au bout d'un 
même temps r, l'espace e parcouru dans le premier cas est plus grand que 
Tespace parcouru dans l'autre, le premier mouvement est le plus rapide. Ce 

rapport - , dans le mouvement uniforme , est ce qu'on nomme la {vitesse. 

Changeons t en £ + A^ , et e en e + Ae , en sorte que A£ soit le temps em- 
ployé par le «lobile* à parcourir l'espace Ac. Par la définition du mouvement 
uniforme, on aura 

e e-^^c ,, ^ e Ae 

-= -J d'où - ss — . 

t f+A/ t A 

Le rapport — , peut donc être pris pour la mesure de la vitesse aussi bien que 
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le rapport - ; et cela quelque petit que soit le temps A^. Ainsi y en désignant 

par dt un intervalle de temps plus petit que toute grandeur assignable, et 
par de le petit chemin décrit par le point matériel pendant ce temps infiniment 

petit, la vitesse pourra encore être exprimée par le rapport — . 

3. — Le mouvement peut être tel que le rapport - ou — , ou -y- ne reste 

plus le même à tous les instants ; le mouvement , dans ce cas , cesse d'être uni- 
forme et prend le nom de moui^ement varié. 

Soit toujours de l'espace infiniment petit , décrit par le point matériel pen« 
dant le temps infiniment petit dt qui succède au temps t ; le mouvement, 
pendant ce temps infiniment petit, pouvant être regardé comme uniforme, 

-^ sera l'expression de sa vitesse comme nous venons de le voir. Cette vitesse ^, 

dont serait animé le mobile, s'il conservait pendant un temps fini le mouve- 
ment uniforme qu'il ne conserve rigoureusement que pendant un temps infi- 
niment court , est ce qu'on nomme la vitesse dans le mouvement varié. Cette 
vitesse., au lieu d'être constante, comme dans le mouvement uniforme , prend 
alors des valeurs variables d'un instant à l'autre. 

Ces notions peuvent être traduites en langage géométrique. Concevons {Fig. i) 
que, pendant que le point matériel se meut de A versE sur une di*oite ver- 
ticale A£, cette droite se transporte parallèlement à elle-même dans un même 
plan , qui sera celui de la figure , et de telle sorte que les distances perpen- 
diculaires AA', AA", etc. , soient proportionnelles au temps , et puissent lui 
servir de mesure. Il est facile de voir que si le mobile était doué d'un mouve- 
ment unilbrme sur A£, pendant que cette droite se transporte il décrirait 
sur le plan EAT une ligne droite Am'm". Car A!m' et A'/n" étant deux espaces 
quelconques correspondants aux valeurs de t représentées par A A et A A", on 
aurait, par la définition du mouvement uniforme 

AW _ M'm" 

ce qui exige que les trois points A , m', m" soient en ligne droite. 

Mais si le mouvement du p^int matériel sur la droite AE n'est pas uniforme, 
ce point, pendant que AE se transporte, né pourra décrire sur le plan AET 
qu'une ligne courbe telle que AM'M", qui aura pour abscisses les valeurs de r, 
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de 
el pour ordonnées les valeurs correspondantes de e. Le rapport —, entre 

raccroissement infiniment petit de l'ordonnée et Faccroissement correspondant 
de l'abscisse, représente comme on sait ï inclinaison ^ sur l'axe des abscisses AT, 
de l'élément de courbe qui a pour projection dt. 

Cette inclinaison, quoique variable d'un point de la courbe à l'autre, 
peut néanmoins être regardée comme constante dans toute l'étendue de l'élé- 
ment considéré, parce que cet élément est sensiblement rectiligne. De même le 

rapport — de l'espace infiniment petit de au temps infiniment petit di^ em- 
ployé à le parcourir, quoique variable d'un instant à l'autre, peut être regardé 
comme constant pendant le temps dt^ et considéré par conséquent comme 
l'expression de la vitesse pendant ce temps. 

4- — Si le mobile, supposé d'abord placé au-dessus du point A, ou en gé- 
néral du côté où l'on compte les distances e positives, va en se rapprochant 
de l'origine, à des valeurs positives de dt correspondent des valeurs négatives 

de 
de dcj puisque e diminue; et — est alors négatif. La vitesse dans ce cas doit 

être regardée comme négative. 

Si le mobile, supposé d'abord placé au-dessous du point A , ou en général du 

côté où l'on compte les distances e négatives, va en se rapprochant de l'origine, 

de est de signe contraire à e, c'est-à-dire positif, pour des valeurs positives 

rfe . . . 

de dt\ et par suite -r- est positif. La vitesse dans ce cas doit être regardée 

comme positive. 

Si le mobile, toujours situé du côté des e négatifs va en s' éloignant de l'ori- 
gine, de est de même signe que e , c'est-à-dire négatif, pour des valeurs posi- 

de 
tives de dt^ et par suite -^ est négatif. La vitesse, dans ce cas, doit donc être 

regardée comme négative. 

En résumé, la vitesse doit être regardée comme positive, toutes les fois que 
le mobile marche dans le sens des e positifs; et elle doit être regardée comme 
négative quand le mobile marche en sens contraire. 

5. — L'expérience nous apprend que lorsqu'un corps se meut dans une cer- 

)eriiierUe, et delà ^ . j. ,. . . ., , j^ 

force. taine direction avec une certame vitesse , il conserve , ou du moins tend à con- 

server d'autant plus longtemps cette direction et cette vitesse que les obstacles 
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étrangers y tels que la résistance de l'air, le frottement, etc., approchent plus 
d'être nuls ; et l'on est conduit à admettre que si aucune cause étrangère ne 
venait modiGer le mouvement de ce coips, il conserverait indéfiniment sa 
vitesse et sa direction primitives. 

L'expérience nous apprend aussi que si un corps, qui était en repos, vient 
à se mettre en mouvement, c'est toujours en vertu d'une cause qui lui est 
étrangère. Cette propriété de la matière de ne pouvoir modifier d'elle même 
son état de mouvement ou de repos , est ce qu'on nomme Y inertie. 

Toute cause qui tend à modifier le mouvement d'un corps , ou à le faire 
mouvoir s'il est en repos , est ce qu'on a^^elle une force. 

Il y a à distinguer, dans une force, i'' le point où elle agit, et que l'on 
nomme son point d'application; a» sa direction^ c'est-à-dire la direction et le 
sens de la droite suivant laquelle le corps se mettrait en mouvement s'il cédait 
à l'action de la force ; y l'intensité de cette force , ou le plus ou moins d'énergie 
de son action, quantité qui est susceptible d'être mesurée et exprimée en 
nombre comme les autres grandeurs , ainsi qu'on va le voir. 

La première idée que nous ayons de la force est celle de l'eflfort que nous 
sommes obligés d'exercer pour soutenir un corps contre Faction de la pesanteur, 
oti pour la pousser dans une direction déterminée , de manière à lui imprimer 
peu à peu une vitesse croissante. Dans l'un et l'autre cas, si l'on interpose entre 
ce corps et la main qui le soutient ou qui le pousse , un ressort par l'intermé- 
diaire duquel l'action soit obligée de s'exercer , ce ressort subira un certain 
degré de flexion, dépendant de l'intensité de l'effort; et il est naturel d'ad- 
mettre , que si deux forces , dans des circonstances identiques, produisent sur 
le ressort une flexion identique, ces deux forces sont elles-mêmes parfaitement 
égales. Si l'on conçoit maintenant que ces deux forces égales agissent simulta- 
nément et dans le même sens sur le ressort , de manière que leurs actions 
s'ajoutent, pour produire un nouveau degré de flexion, toute force qui , dans 
les mêmes circonstances, produira seule ce même degré de flexion, équivaudra 
'& la somme des deux premières , et sera par conséquent le double de chacune 
d'elles. On comprend que l'on pourra constater de la même manière qu'une 
force est triple, quadruple, d'une autre force; et qu'en prenant pour unité 
de force celle qui est capable de produire sur un ressort connu une flexion 
déterminée, on pourra mesurer les forces comme on mesure les autres quantités, 
et exprimer par conséquent ces forces par des nombres. 

6. — Nous allons examiner maintenant les relations qui existent entre les ^ rtcoéWriUoo, 
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forces et le mouvement qu'elles produisent. Nous commencerons par le cas 
où ces forces agissent constamment dans la direction de la vitesse du mobile y 
et où, par conséquent^ le mouvement est rectiligne. 

L'expérience a appris que Faction d'une force sur un corps est indépendante 
de la vitesse que possède déjà ce corps ; en sorte que si cette force est capable 
d'imprimer au corps en repos , une certaine vitesse au bout d'un temps déter- 
miné, elle imprimera dans le même temps , à ce corps supposé en mouvement, 
une augmentation de vitesse précisément égale. 

Il résulte de ce principe que l'effet d'une force constante sur un corps déjà 
animé d'une certaine vitesse, est de faire croître cette vitesse de quantités 
égales dans des temps égaux; ainsi, u désignant la vitesse initiale du mobile, 
si, pendant un instant A^, cette vitesse s'est accrue de Au, pendant un second 

instant A^, la vitesse croîtra encore de la même quantité au; et le rapport — 

restera constant, quel que soit d'ailleurs le temps A^ , tant que la force demeu- 

àu 
rera constante. Ce rapport —, que nous désignerons par 9, a reçu le nom 

d'accélération ; il représente en effet l'augmentation de vitesse ^u , quand le 
temps A^ pendant lequel on le considère est égal à l'unité. 

En représentant par F la force qui produit l'accélération 9 , on voit que si F 
est constant , 9 sera constant aussi. Si la force F varie pendant la durée du 
mouvement, l'observation fait voir que le rapport 9 varie de la même ma- 
nière, c'est-à-dire que les valeurs de 9 demeurent proportionnelles aux valeurs 
de F. 

Ceci démontre que si l'accélération 9 est constante , elle est produite par une 
force constante. 

La chute d'un corps pesant, dans le vide, offre l'exemple d'un mouvement 
dans lequel l'accélération est constante. A l'observatoire de Paris , cette accé- 
lération est de 9™,8o88 par chaque seconde sexagésimale. On a l'habitude de 
représenter ce nombre par^; ainsi Vaccélération due à la pesanteur, est à 
Paris , g = 9",8o88. 

On en conclut que la force qui agit sur le corps pour déterminer sa chute, 
est une force constante , ou que le poids d'un corps reste le même pendant 
toute la durée de sa chute. 

Si p désigne le poids d'un corps, et F la force capable de lui imprimer, 
dans une seconde sexagésimale, une accélération représentée par 9, en vertu 
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de la proportionnalité entre les valeurs de la force et celles de Faccélération , 



on aura 



? F ., . F 

- = - d'où y = £^ - . 



L'^xpéhence démontre encore que si une même force F agit successivement 
sur deux corps de poids différents/) et p\ les accélérations 9 et 9 qu'elle leur 
imprimera seront en raison inverse de ces poids ; en sorte qu'on aura 



OU , en mettant pour <f sa valeur - F, 

Ainsi la relation <p = — , qui subsiste pour un même corps quand on fait 
P 
varier la Force F, subsiste encore en passant d'un corps à l'autre; et par consé- 
quent les lois du mouvement rectiligne due à une force qui reste constante 
pendant la durée du mouvement , se réduisent à cette équation unique 

^u gF 
o ou -- = ^--. 
^ ùkt p 

•y. — Dans tout ce qui précède , nous avons supposé que la force agissait dans 
le sens même de la vitesse*; si elle était dirigée en sens contraire , au lieu d'un 
accroissement de vitesse , elle produirait une diminution; la quantité A<^, et 

par suite — * ou 9 devrait donc alors être prise avec un signe contraire à celui 

de la vitesse initiale u. 

Si Ton convient de i^garder F et i^ comme positif, quand le sens de leur 
direction est celui suivant lequel croissent les distances e positives, comptées 
de l'origine, et de les regarder comme négatives quand elles ont un sens opposé, 
les quantités F et f seront toujours de même signe , et la relation 

ùit p ' 

subsistera pour les signes comme pour les valeurs absolues. 

8- — L'accélération g due à la pesanteur n'est pas la même en tous les points 
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De la maiae. de la surface du globe : à l'équateur, par exemple, elle est un peu moindre qu'à 
Paris. Mais on observe que lorsque la quantité g varie , le poids des corps varie 

dans le même rapport ; en sorte que pour un même corps , le rapport - de 

son poids à l'accélération g est une quantité constante , quel que soif le point 

du globe où l'on suppose ce corps transporté. Ce rapport -, variable d'un corps 

à l'autre , mais constant pour le même corps , est ce qu'on nomme la masse 
de ce corps. G!omme on emploie communément ce terme pour désigner la 
quantité de matière qui compose un corps, il est bon de montrer sur quoi est 

fondée cette dernière manière de considérer le rapport *. 

Si Ton réunit en un seul deux corps parfaitement identiques, en sorte qu'on 
soit certain d'avoir ainsi une quantité de matière double de chacune des deux 
premières, on observe que le poids total est double de chacun des deux poids pri- 
mitifs, sans que l'accélération soit changée; en^orte que le rapport * a doublé , 
en même temps que la quantité de matière. En général , on observe pour des 
corps de même substance, que la quantité de matière et le rapport - varient 

proportionnellement, en sorte que celui-ci peut servir de mesure à. celle-là. 
Lorsqu'il s'agit de substances différentes, on ne peut plus affirmer , à la vérité, 

qu'une valeur double de £ soit due à une quantité double de matière; mais • 

l'analogie conduit à l'admettre; et c'est la seule manièi*e d'ailleurs de s'expli- 
quer comment le poids a doublé sans que l'accélération ait changé. 

La quantité de matière, ou la masse j peut donc être ièprésentée par le rap- 
port -, que l'on désigne ordinairement par la lettre m. On peut dire qUe la 

masse d'un corps est le poids qu'il aurait si l'on pouvait le placer à une dis- 
tance de la terre telle que l'accélération g de la pesanteur devint égale à l'unité 

de lougueur ou au mètre; car dans ce cas le rapport^ se réduirait au numé- 
rateurp. 

9. — Ou prend pour unité de poids, et en général pour unité de force , le 
kilogramme, ou le poids d'un litre d'eau distillée,. à 4%< de température, ce 
poids étant mesuré à l'observatoire de Paris. 
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L'accélération 9 est une longueur: c'est celle que le mobile parcourrait dans 
une seconde , s'il était animé pendant cette seconde de la vitesse dont s'accroît, 
pendant ce même temps, celle du mobile soumis à la force F. L'unité de 9 est 
donc le mètre, comme l'unité de g ou de 9",8o88. 

F 

L'équation 9 = ^ — est donc homogène , et exprime l'égalité de deux lon- 

F 

gueurs , puisque le rapport - est un nombre abstrait. 

Celte équation peut prendre une autre forme lorsqu'on y introduit la notion 

de la masse. Si Ton pose — =m, elle devient 

S 

F 

5, = — ou bien encore F = .vz». 
m 

10. — La force F, au lieu d'être constante, peut varier d'intensité à chaque ReUUon entre une forc« 

'^ * variable d intensité el 

instant, sans cesser d'avoir la direction constante de la vitesse du mobile. le mouTement quelle 

!♦ • 1 • * • • 11 produit. 

Si Ion conçoit que le temps soit partage en très-petits intervalles A^, on 
pourra admettre qne la force F reste sensiblement constante pendant la durée 
de A^, et dès lors ou aura , pendant cet intervalle de temps 

Aa F 

ai p 

et cela , quelque petit que soit cet intervalle A^. 

L'observation ayant montré, en effet, que cette relation subsiste pour de très- 
petits intervalles de temps, il est naturel d'admettre qu'elle subsistera encore 
pour des intervalles de temps infiniment petits, et qu'on aura rigoureusement 

du _ F 
Tt ^ ^ p ' 

le rapport — désignant la limite de — , lorsque A^ approche indéfiniment 

de zéro. 

Cette formule se trouve d'ailleurs suffisamment justi6ée par les conséquences 
qu'on en tire, et qui toutes sont d'accord avec les effets observés, ainsi qu'on 
le voit par la suite des applications dynamiques. Il est facile de reconnaître 
qu'elle subsiste pour les signes comme pour les valeurs absolues. 
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Elle permet de résoudre toutes les questioos que Ton peut se proposer sur 
le mouvement des corps eu ligne droite. Nous u'insisterons pas sur ses appli* 
cations; on les trouvera dans tous les traités de Mécanique. Nous indiquerons 
cependant les deux problèmes principaux, afin de faire remarquer à quelle 
unité de mesure chaque quantité doit être rapportée. 



PriDcipanx problèmes ' '• — PREMIER PROBLÈME. La forcc F étant donnée, déterminer le mou- 

ir le mouvement de« _^,^^, . ^^^^J..:* 
îrps en ligne droite. ^'Cment prodtilt. 

Supposons d'abord que la force F soit constante , et donnée en kilogrammes, 

ainsi que le poids p du mobile. Nous avons vu ( § 6), que Taccélération de vi- 

F 
tesse par seconde, est alors constante et égale à ^ — , qui exprime un nombre 

de mètres comme ^. 

Si t désigne le nombre de secondes écoulées depuis Tinstant où la vitesse du 
mobile était u^, sa vitesse au bout de ce temps étant u, l'accélération de vi- 

F 

tesse u — Wp , relative au temps t , sera donc exprimée par g" --•ty et 



Ton aura 



F 



Si e est le chemin décrit par le mobile depuis Tinstant à partir duquel on 
compte le temps ^ , et où la vitesse est u^, comme on a ( § 3 ) 



de 

u = 

on en déduit, en intégrant , 



di 



F /• 

Le mouvement que cette équation représente est celui que Ton nomme uni- 
formément varié. La cbute verticale des corps pesants dans le vide en offre 
l'exemple le plus remarquable. 

Si , comme nous Tavons supposé , la force F agit dans le sens de la vitesse 
initiale u^ , l'espace e croit indéfiniment avec t , en restant toujours positif. Si, 
au contraire, la force F agit dans un cens opposé à celui delà vitesse initiale u^^ 
on devra dans Téquation (i) changer le signe du terme où entre la force F. 
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L'espace e aura dans ce cas une valeur positive maximum. Lorsqu'il Taura 
atteinte, le temps t continuant à croître^ e diminuera, deviendra nul, puis 
négatif, et croîtra ensuite indéfiniment dans le sens négatif. 

On peut remarquer que lorsqu'un corps part du repos, et se trouve soumis à 
une force constante F, on a simplement 

Vt 

et 

F/' 

Ainsi , la force F peut être exprimée par 

Pour le mouvement des corps pesants, qui tombent verticalement dans le 
vide, on a F=/>, et alors les équations (i) et (2) se réduisent, en supposant 
Uo = o pour plus de simplicité , à 



uz=zs[t et e = ^-. 
^ 2 



En éliminant t , on obtient 



u' 

« ^ -- , ou M = 

On prouve facilement que si le corps est lancé de bas en haut avec une vitesse 
initiale u, la hauteur maximum à laquelle il parviendra avant de redescendre, 
sera aussi donnée par l'équation 

Cette relation entre l'espace e et la vitesse u est d'un usage très-fréquent en 
Mécanique. On a l'habitude de représenter par A, pour le cas des corps pesants, 

ce que nous avons désigné en général par e. L'expression -- se nomme la 

hauteur due à la vitesse u; et l'expression l/agh se nomme la vitesse due à 
la hauteur h. 
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Supposons maintenant que la force F soit variable : elle pourra être donnée, 
soit en fonction du temps t^ soit en fonction de l'espace e , soit en fonction de 
la vitesse u. Dans les trois cas, on aura (§ lo), 

du F 

Si F est donnée en fonction du temps, de manière qu'on ait F z:zj{t)^ Féqua- 
tion (3) deviendra 



et donnera 



et par suke 



du =^/{t)dt, 



" = ""+! f 
pjo 



mdi, 



«=Uol + 



i CdiC/(i)di, 

P jo Jo 



Si F est donnée en fonction de l'espace e , de manière qu'on ait F=y(e), 
on multipliera le premier membre de l'équation (3) par u^ et le second par 

son égal -r-; il viendra 



dt 



udu = ^ f{e)de^ 
P 



et si u^ est la vitesse correspondante à l'espace e^ , on aura , en intégrant , 

u'^Uo^+^-^r f{e)de. 



On en tire 



p Je. 



et par suite 

de 



dt r= 



Vu^' + ^r f(e)de 
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d'où 

« de 






Si la force F est donnée en fonction de la vitesse u , de manière qu'on ait 
F ssf{u), l'équation (3) devient 

ï = ^-^(">' 
d'où l'on tire 

, dt^P- ^ 
et si u. est la vitesse initiale , correspondante à ^ = o, on 'trouve , en intégrant, 

Si Ton peut effectuer rintégration , et dégager, u de manière à obteni 
u=: f^(t)jOu, ce qui revient au même -7 = (|; (^) , on en déduira 

e= I ^{t)di, 

i3.->— Second problème. Le mouvement du corps étant connu, à priori^ 
trouver la force à laquelle il est soumis à chaque instant. 

Puisque le mouvement est connu, l'espace e peut être regardé comme 
donné en fonction du temps , en sorte qu'on a essf(t). On en déduit , parla 
différentiation , 

^ ou ii=/'W et ~ ou f=/"W, 

F 

et puisque l'accélération 9 a pour expression ^. — , il vient 

gl=/"(i) d'où p = ^.îrw: 
'^ p g 
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Ici, comme t est toujours un nombre de secondes, et quey(/) exprime une 
longueur, puisqu'on ^J\C) = e , les dérivées f (/) et f\t) exprimeront aussi 
des longueurs, et F sera un nombre de kilogrammes, ayant pour valeur le 

poids /? multiplié par le rapport de deux longueurs, c'est-à-dire par un 

S 

nombre abstrait. 

Si le corps monte ou descend verticalement, son propre poids/) sera déjà 
une force qui agit nécessairement sur lui ; de sorte que si Ton veut connaître la 
force F' qu'il faut ajouter à ce poids, ou en retrancher à chaque instant pour 
faire monter ou descendre le corps avec un mouvement donné, on aura pour 
déterminer cette force l'équation 

p+F'^^r W d'où F = /; p^ — il. 

Ainsi , suivant quey" (t) sera plus grand ou plus petit que gy la force P sera 
positive ou négative; c'est-ànlire qu'elle agira dans le sens de p ou en sens 
contraire. 

Si I par exemple , un corps est posé sur un plan horizontal , et que celui-ci 
descende d'un mouvement uniforme, la pression que ce plan produira de bas 
en haut contre le corps , ou que ce corps produira de haut en bas sur le plan , 
sera égale à son propre poids, comme dans le cas où le plan sur lequel le corps 
repose serait entièrement immobile. En effet : puisque le corps est supposé 
descendre d'un mouvement uniforme, c'est-à-dire, de manière que l'espace 
croisse de quantités proportionnelles aux temps, l'équation de son mouvement 
est de la forme 

c'est-à-dire que la fonction /(^), devient dans ce cas e© + A^. On a donc 

r (0 = A et r' (0 = 0. 

Par suite la pression F' que le plan exerce sur le coi'ps, devient F'= — p, celle 
que le corps exerce sur le plan est draxc ■+■ p, c'est-à-dire égale au poids même 
du corps. 

Du mouvement en ligne courbe. 
i3. — Nous avons supposé jusqu'ici que la force agissait dans la direction 



tetses. 
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iDéme de la vitesse du mobile , et c'est dans ce cas particulier que le mouve- 
ment est rectiligne. Nous allons examiner maintenant ce qui arrive quand la 
force agit à chaque instant dans une direction difierente de celle de la vitesse , 
cas où le mouvement produit est cumligne. Mais il est nécessaire d'abord d*é- 
tablir quelques notions nouvelles sur les vitesses et les forces. 

de 
Lorsqu'un point matériel est animé , dans l'espace, d'une vitesse -j que nous CompoaîUon des 

désignerons par o) , et dont la direction fait avec trois axes coordonnés rectan- 
gulaires des angles», ô, y» si l'on projette \ï chaque instant sur ces axe& la 
position du mobile , on pourra regarder chaque projection comme un point en 
mouvement sur l'axe correspondant. La projection du mobile sur l'axe des x , 
par exemple , décrira sur cet axe pendant le temps infiniment petit dt un che- 
min infiniment petit dx , qui ne sera autre chose que la projection du chemin 
infiniment petit de réellement décrit dans l'espace par le point matériel lui- 

dx 
même; et la vitesse de la projection considérée aura pour valeur — , diaprés 

ce qui a été dit plus haut ( S 3 ). 

Les vitesses des projections du mobile sur les trois axes seront donc ; 

dx dy dz 

It' dt' dt' 

et comme on a . 

dx=^de ,cos*j dy = de. cos^^ dz = de ,cosy^ 
on aura aussi 

dx de dy de dz de 

-ï- = — . cos X , -r- = -7* . cos e , — - = — - . cos 7 ; 
di dt ' dt dt ^' dt dt " 

OU , en représentant par Uy v^ w,\es vitesses des projections, 

U = &>COSZ, M=&>C0S6, 4V = UCOS7. 

^ . . 1 . 1 ■• . de * 

Ces projections, sur les trois axes , de la vitesse w ou ^> «e nomment aussi 

ses composantes y suivant ces axesj et, d'après la théorie des projections, on 
voit que la vitesse o^ est la diagonale du parallélipipède rectangle construit sur 
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ses trois composantes. Il en résulte que 1 on a 



ou 



î = A^) + ($)' + m'- 



Supposons maintenant que, tandis que le point matériel se meut, par rap- 
port aux axes coordonnés, avec une vitesse co, qui fait des angles a^^y y avec 
les axes, ceux-ci soient eux-mêmes animés d'un mouvement qui, sans changer 
leurs directions , transporte leur origine dans l'espace avec une vitesse U , faisant 
avec des axes fixes parallèles aux axes mobiles des angles que nous nomme- 
rons a, 6, c. Le déplacement total du mobile dans le sens des x, par exemple, 
se composera évidemment de son déplacement dans ce sens par rapport à To - 
rigine mobile, plus du déplacement de cette origine elle-même, dans ce même 
sens , par rapport aux axes fixes ; on en pourra dire autant pour chacune des 
deux autres directions rectangulaires des jr et des z; en sorte que la vitesse 
réelle et eflfective du mobile dans l'espace , aura pour composantes , suivant les 
trois axes fixes , les quantités 

Ucosû -|""Cosa, Ucos6 -f- «cosp, Uc08C-<- wCOSy. 

Or, soient MA et MB (fig. 2) , les espaces que parcourrait en une seconde le 
mobile M , s'il conservait pendant ce temps l'une ou l'autre des deux vitesses U 
et GD. Menons AB' égal et parallèle à MB et joignons MB'. L'expression 

U cosa -{- 6>cosa, 

qui exprime la projection sur l'axe des x de la ligne brisée MAB' (§ 3), exprime 
aussi, d'après la théorie des projections, celle de MB' sur le même axe. Les 
expressions 

Ucos^ -f- b)C0s{3 et Ucosc-}- WCOS7, 

expriment pareilTement les projections de ,MB' sur les axes des^ et des z. 
Cette droite MB' est donc celle que parcourrait le mobile en une seconde, s'il 
était soumis pendant ce temps aux vitesses simultanées U et co ; c'est-à-dire que 
si MA et MB représentent ces vitesses simulunées, MB' représente la vitesse 
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réelle qui en résulte, ou la résultante des vitesses U et w, que Ton nomme 
ses composantes. 

On voit que pour obtenir cette résultante , il faut placer les deux compo- 
santes U et 0) bout à bout , comme elles le sont en MA et AB', et joindre par 
une droite les extrémités de la ligne brisée. Cette résultante peut également 
être considérée comme la diagonale du parallélogramme construit sur les com- 
posantes U et c«) , c'est-à-dire MA et MB. 

Si le point mobile était animé de trois vitesses simultanées, ou ferait voir 
de la même manière que la vitesse qui en résulte peut s'obtenir en plaçant ces 
vitesses MA, MB, MC, bout à bout dans leurs propres directions en MAB'C, 
de manière à former une ligne brisée, et en joignant par une droite MC les 
extrémités de cette ligne brisée. Cette résultante MC peut aussi être considérée 
comme la diagonale du parallélipipède oblique qui aurait pour arêtes les 
' trois vitesses composantes MA, MB, MC. 

Ce qu'on dit de trois vitesses simultanées pourrait se dire de quatre et d'un 
nombre quelconque , la résultante sera toujours la droite qui joindra les extré- 
mités de la ligne brisée , formée en plaçant les .vitesses composantes bout à bout. 

14. — Cette relation entre les vitesses simultanées et la vitesse réelle, ou **"^^" ^" 
^ntre les vitesses composantes et leur résultante, existe aussi entre les forces, 
comme nous Talions faire voir. 

Si l'on convient de représenter l'unité de force par une certaine unité li- 
néaire, chaque force pourra être représentée par une longueur contenant 
autant d'unités linéaires que la force contient d'unités de force, ou de kilo- 
grammes. Si de plus on porte cette longueur sur la direction même de la 
force, à partir de son point d'application, cette force se trouvera représentée 
par cette longueur en intensité et en direction. 

Cela posé, lorsque plusieurs forces agissent à la fois sur un même point ma- 
tériel, supposé d'abord immobile , on conçoit que ce point matériel ne puisse 
se mettre en mouvement que dans une direction unique , et que les choses se 
passent par conséquent comme s'il était soumis à l'action d'une force unique 
agissant dans cetle direction. Un système de forces simultanées peut donc tou- 
jours être remplacé par une force unique, à laquelle on donne le nom de ré- 
suliante-y les forces simultanées qu'elle remplace sont appelées ses composantes. 
Nous avons & nous occuper des relations d'intensité et de direction qui existent 
entre les forces composantes et leur résultante 

3 
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i5. — Considérons d'abord le cas très-simple de deux forces égales P et F, 
appliquées à un même point m, et faisant entre elles un angle a, équivalant 
au tiers de quatre angles droits. Ces forces sont représentées en grandeur et 
en direction par les longueurs mP, /wF (fig. 3). 

Si l'on conçoit une troisième force mV égale k chacune des deux premières, 
et faisant avec chacune d'elles un angle égal à a, à cause de la symétrie de la 
figure , il est évident que le point matériel m ne pourra prendre aucun mou- 
vement , et que par conséquent les deux forces P et F détruisent l'effet de la 
force F'. Mais l'effet de la force F' serait évidemment détruit aussi par une 
force F" égale et opposée. Il en résulte que les deux forces P et F peuvent être 
remplacées par la force unique P"', et que celle-ci est conséquemment leur 
résultante. 

Cette force P'", étant dirigée suivant le prolongement de F', divise l'angle a 

2 

en deux parties , dont chacune vaut - d'angle droit; et comme les lignes mP, 

mF, mF', sont égales, les triangles PmF', FmP'" sont équilatéraux , et for- 
ment par leur réunion un losange PmP'F". On voit donc que la résultante mP"/ 
des forces mP et mF peut s'obtenir en plaçant celles-ci bout à bout dans leurs 
directions propres, suivant mP'F", et en joignant les extrémités de cette ligne 
brisée par une droite mF". Cette résultante peut encore être considérée comme 
la diagonale du parallélogramme construit sur les composantes mP, rriP. 

Nous allons démontrer que cette relation est générale, et que la résultante 
de deux forces simultanées agissant sur un même point matériel est re- 
présentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur les droites qui représentent ses composantes. 

Je dis d'abord que si cette proposition est démontrée pour deux forces 
égales P et F faisant entre elles un angle quelconque a , elle subsistera pour 
deux autres forces égalea quelconques Q et Q' faisant entre elles ce même angle, 
ce qui revient à démontrer que les résultantes de ces deux systèmes de forces 
égales seront proportionnelles à ces forces; car, quant à la direction de la 
résultante, elle se confond évidemment avec la bissectrice de l'angle a formé 
par les deux composantes , puisque celles-ci sont égales , et qu'il n'y a aucune 
raison pour qu'elle se rapproche plus de l'une d'elles que de l'autre. 

Or, en supposant d'abord que les forces P et Q aient une commune mesure F, 
contenue un nombre j9 de fois dans la première, et un nombre q de fois dans 
la seconde, si Ton remplace chacune des forces P, F du premier système par/> 
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forces égales à F et de même direction que P ou P, les petites forces F, prises 
deux à deux, se composeront en une seule r, dirigée suivant la bissectrice de 
l'angle a; et la résultante totale de ces résultantes, laquelle se composera évi- 
demment d'autant de fois r qu'il y a d'unités dans p , sera la résultante totale 
du système P, P. On démontrerait de la même manière que la résultante du 
système Q > Q' se composera d'autant de fois /* qu'il y a d'unités dans q : d'où 
il suit que les résultantes des deux systèmes P , P et Q , Q' sont entre elles 
comme p est à ^ , et par conséquent comme P est à Q. 

La proposition s'étendrait sans peine au cas de l'incommensurabilité. 

Ou peut maintenant faire voir que si la proposition est vraie pour des forces 
égales P et F (fig. 4) faisant entre elles un angle a , elle le sera pour deux 
forces égales P, P faisant un angle moitié moindre. 

D'abord, la résultante des forces P et P" sera dirigée suivant la bissectrice 
mQ de l'angle P/wP'. 

Concevons qu'il y ait suivant mP" deux forces égales à F : leur résultante 
sera représentée par amP" ; d'ailleurs la résultante des forces P et F est repré- 
sentée par 2/?îA: la résultante de ces quatre forces sera donc représentée 
par 2mF' + amA. Or, si du point B, où PP' rencontre mQ, on abaisse 
BA' perpendiculaire sur mP'', on aura mA +mP" = 2mA' ; par conséquent, la 
résultante totale dont on vient de parler sera représentée par ê^mÈL. 

Mais cette résultante pourrait encore s'obtenir en cherchant la résultante Q 
de P et de P", la résultante Q' de P et de P", puis la résultante de Q et de Q. 
Or Q et Q' font le même angle que P et P' ou que P et P ; si donc niS re- 
présente la moitié de la résultante de P et P", et /wF' le quart de la résul- 
tente de Q et Q' , on aura , en vertu de ce qui a été établi tout à l'heure 

d'où il suit que les triangles B'/nP et &'mB' , qui ont l'angle en m égal , sont 
semblables. Mais mB", qui représente le quart de la résultante totale, doit être 
égal à mA' qui représente aussi ce quart; ceCi exige que le point B' se confonde 
avec le point B ( les triangles B'mP et B'mF sont alors remplacés par les 
triangles rectangles BmP , A'mB). La résultante des forces P et P' doit donc 
être représentée par le double de mB, c'est-à-dire par la diagonale du paral- 
lélogramme construit sur mP et sur mP. 

La proposition étant établie pour des forces égales, faisant entre elles 
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i6. — On conclat de celle règle, et de la théorie connue des projections , que 
la projection sur un axe quelconque de la résultante de tant de forces qu'on 
voudra , est la somme des projections de ses composantes sur le même axe» en 
regardant comme négatives les projections des forces qui font un angle obtus 
avec le sens du côté duquel tombe la projection de la résultante ; et qu on 
prend ainsi pour le côté des projections positives. 

On conclut encore, comme application de la composition des forces, qu'une 
force peut être remplacée par trois autres , dirigées suivant trois axes rectangu- 
laires entre eux, et égales aux projections de la force primitive sur ces trois 
axes. Cette décomposition d'une force en trois autres est d'un usage fréquent 
en Mécanique. 

On a souvent besoin de décomposer une force donnée en trois autres , dout 
l'une doit dirigée suivant une droite donnée. Cette décomposition peut se faire 
d'une inGnité de manières , si les angles des composantes entre elles restent 
arbitraires; mais il n'y a plus qu'une seule solution, si les trois composantes 
doivent être rectangulaires. Cest pour cette raison qu'on désigne ordinairement 
en Mécanique par la dénomination absolue de composante d'une force Q sui- 
vant une droite mP , la force qui , composée avec deux autres forces rectan- 
gulaires entre elles et sur la première, donnerait pour résultante la force Q. 
Cette composante n'est autre chose que la projection sur l'axe mP de la 
droite qui représente la force Q. 

On décompose souvent aussi une force donnée en deux autres seulement , 
l'une dirigée suivant une droite mP, l'autre perpendiculaire à cette droite; il 
est entendu que, dans ce cas, la force donnée et ses deux composantes sont dans 
un même plan. 

Enfin, les principes de la composition des forces ont été établis dans la 
supposition que le point matériel auquel ces forces sont appliquées n'était 
animé d'aucune vitesse/ Mais si ce point matériel était en mouvement, les 
principes démontrés subsisteraient encore; car, c'est ime \érité expérimentale 
que les forces agissent sur un corps en mouvement comme elles agiraient sur 
un corps en repos: les lois de la composition et de la décomposition des forces 
sont donc les mêmes dans les deux cas. 

BfliislîoBi du ntouvc' t * • ^ • i 

ntBt cvr^iiigoe. *7- — l-iOrsqu uu point matériel est en mouvement, et que sa vilesse vient 

il changer de valeur siins changer de direction, nous avons vu qu'en vertu de 
l'inertie de la matière, ce changement ne pouvait avoir lieu sans l'intervention 
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d'une force dirigée suivant la droite mêaie parcourue par le mobile. Si la 
vitesse vient à changer de direction, qu'elle change ou non de valeur , on peut 
affirmer de même que ce changement est dû à une force , et que cette forée 
agit dans une direction difiereutc de celle de la vitesse initiale du mobile. 

Pour découvrir la relation qui existe entre cette force et le mouvement, né- 
cessairement curviligne , qu'elle produit, nous aurons de nouveau recours à ce 
principe déduit de l'expérience : que Faction d'une force sur un corps animé 
d'une vitesse est la même que sur ce corps en repos; c'est-à^ire que , pour un 
observateur qui serait animé lui-même de la vitesse que possède le corps à 
l'instant où la force agit, ce corps paraîtrait obéir à l'action de la force, comme 
lorsqu'il part du repos. 

Gela posé, concevons des axes rectangulaires de direction constante, mais 
dont l'origine soit animée d'une vitesse égale et parallèle à celle que possède le 
corps à l'instant où la force agit; désignons par a, ^9 7, les angles quefeit 
la force F avec ces axes. Cette force , dans un intervalle de temps infiniment 
petit dt , pourra être regardée comme constante ; il en sera donc de même de 
ses composantes 

Fcosa, Fcosp, Fcosy: 

par conséquent les composantes de la vitesse apparente ou relative communi- 
quée au mobile dans le temps dt auront pour expression (§ 10): 

Fcosa , Fcosô , Fcosy . 

Or, en vertu du principe que nous venons d'invoquer, la vitesse que produirait 
la force F, si le point matériel sur lequel elle agit était en repos, coexiste avec 
celle dont" ce point matériel est déjà animé: en sorte que leurs composantes 
s'ajoutent (§ 10); et comme celles que nous venons d'écrire se rapportent au 
temps infiniment petit dt^ elles sont les diflFérentielles des autres par rapport 
au temps t. Si donc on désigne par w , ç', w, les composantes suivant les axes 
de la vitesse possédée par le mobile à l'instant où la force agit , on aura 

Fcosa, , Fcosp , , Fcosy 

(A) du^g. dt, dt'^g. 'dt, dw=^g. —— dt, 

OU 

du Fcosa dt' ^ Fcosj3 dw _ Fcosy 
dt^^~T^' dt^^ p ' dt'^^ p ' 
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Si Ton compare ces équations à celle du n° i o , on pourra les traduire en 
disant ; que la projection de l'accélération de vitesse dans le sens de chaque 
axe, pendant le temps infiniment pelit dty peut être regardée comme celle 
que prendrait le mobile , déjà animé suivant cet axe de la vitesse composante 
de celle qu'il possède dans l'espace, s'il venait à être soumis pendant le temps dt 
à l'action de la composante de la force F suivant cet axe. 

Les équations (Â) renferment toutes les lois du mouvement d'un point ma- 
tériel soumis à une force qui n'agit pas dans la direction de la vitesse possédée 
par ce mobile , c'est-à<iire toutes les lois du mouvement curviligne d'un point 
matériel. 
MonTement des corps ,8. — Nous donucrons un exemple de Tusase de ces équations en cherchant 

peunti dana le vide. * " * 

à déterminer le mouvement des corps soumis, dans le vide, à la seule action 
de la pesanteur. 

Prenons l'axe des z vertical , et comptons les z de bas en haut. En remar- 
quant que F ^p,on voit que les équations (A) deviennent 

du ^ d%f dw 

On en tire par l'intégration, en désignant par Uo^ Co, h^oi les composantes de 
la vitesse initiale 

ou 

djc 'dy dz 

dT^"'^ ^5? = '-' T/=*"-*'- 

Si l'on prend pour origine des coordonnées fixes x, j ^ z, la position mi- 
tiale du mobile . c est-à-dire celle qui correspond à ^ = o, ou à Tinstabt où l'on 
commence à compter le temps t , on trouve , en intégrant de nouveau , 

C 
En éliminant t entre ces trois équations, on obtient 

La première de ces équations est celle d*un plan vertical dans lequel le 
mouvement s'exécute ; si Ton prend ce plan pour celui des z , x , ce qui revient 
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è faire ('0 = 0, la seconde équation est celle de la courbe décrite dans ce plan 
par le mobile, courbe que Ton nomme en général sa trajectoire y et qui, dans 
l'exemple présent , est , comme on peut le voir, une parabole dont Taxe est 
vertical. 

Le maximum de z est — ^ , il correspond à x = -^— *. Ces coordonnées sont 

^ ^ g 

précisément celles du sommet de la parabole. On reconnaît que la plus grande 

hauteur à laquelle le mobile s'élève est précisément celle à laquelle il parvien* 

drait s'il était lancé verticalement de bas en haut, avec la vitesse initiale w^. 

La courbe, qui passe par l'origine, coupe l'axe des x en un second point dont 

Tabscisse est — ^— ^, c'est-à-dire le double de l'abscisse du sommet. Cette ab- 
g 

m 

scisse est ce quon nomme \ amplitude du jet. 

Si Ton appelle a l'angle que fait avec l'axe des x la vitesse initiale du mobile, 

et que Vo soit cette vitesse initiale , on aura z^o= VoCosa et iVo= VoSina; d'où 

., , - 11 1. 1 1 . . , 2V„sinacosa YoSioSa 

]1 résulte que I amplitude du jet est exprimée par — ou par — — -. 

Le maximum de cette amplitude lorsqu'on ne fait varier que l'angle a sans 
changer la vitesse initiale Vo, correspond donc à 2a =90'' ou à a = 4^''* 

19. — Si, à un instant quelconque , on décompose la force F qui modifie le Ejipre..ioni d« u com- 
mouvement du corps en deux autres forces, l'une dirigée dans le sens de la 5nr^com"oM"ite"noî- 
vitesse, c'est-à-dire tangente à la trajectoire, et l'autre perpendiculaire, c'est- «»<«<*«»» force moirice. 
à-dire située dans le plan normal à cette courbe, on obtient deux composantes 
qui ont des relations très-simples avec les éléments du moui'ement du corps, 
c'est-à-dire avec son poids, et les quantités qui expriment la grandeur et la 
direction de sa vitesse. ^ 

Pour arriver à ces relations, reprenons les équations (A) du n"" 17, en les 

multipliant par — , afin qu'elles expriment des égalités, non plus entre des 

o 

longueurs mesurant des accroissements de vitesse, mais entre des forces me- 
surées en kilogrammes. Nous aurons 

P du ^ p d%f ^ ^ p. dw _ 

g dt ' g dt ^' g de ' 

Désignons par co la vitesse du mobile, et par ds le petit arc décrit pendant 

4 



rinstant infiniment petit dt. On a 

ds 

et, en même temps 



djc dy dz 

" = 57^^' ' = 57^^' ^ = 5i"' 

puisque -j-f Y ' 7 ^"^ ^^^ coskius des angles que fait la diiwlion de Télé- 

ment ds avec les axes, ou de la vitesse &> avec ces mêmes axes, ce qui revient 
au même. 

Substituant ces valeurs ^ans les équations ci-dessus , et développant les ex- 
pressions de du^ dvf d%Vy par les règles du calcul différentiel , on trouve 

d(—] 
p dx du , p \ds ) „ 

--r-X+- — ^r-^« = Fcos«, 
g ds dt ^ g dt ' 

d(^\ 
p dy cLi . p \ds / „ 

^ y ^- <- -; (^ = FC0S7, 

g ds di ^ g dt 
OU bien , en éliminant le dt des seconds termçs en vertu de la relation ei>= - , 

dt 

g ds dt * g ds 

di^\ 
P±± ,p \ds) , _ 

g ds dt ' g ds '^ 

^dzd^ p \d^) , 

g' ifcrf/ * g ds ' 

Soient a , 6 , c , les angles que fait avec les axes la vitesse o , ou lelément ds^ 
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OU encore la tangente à la trajectoire : nous aurons 

dx . dy , dz 

^ = cosa,. ^ =cos*, ^ = cosc. 

Concevons maintenant qu'une droite passant par Torigine des coordonnées , 
tourne autour de cette origine en restant constamment parallèle à la vitesse du 
mobile , ou à la tangente à la courbe décrite ; un point situé sur cette droite à 
une distance r de l'origine, aurait pour coordonnées rcosa, rcosb^ rcosc; si 
on le suppose situé à une distance de Torigine égale à Tunité, il aura pour 

, djc 4r dz 

coordonnées cosa, cosô, cosc, ou ^, —, — . 

Ce point géométrique décrira dans le temps infiniment petit dt , un petit 
arc que nous appellerons d^. Ce petit arc , et les deux positions consécutives 
de la droite parallèle à la tangente, détermineront un plan parallèle à celui 
qui contient les deux tangentes consécutives à la courbe décrite par le mobile, 
et que Ton nomme plan osculateur. L'arc dif peut être en outre considéré 
comme perpendiculaire aux droites que nous avons supposées menées par l'ori- 
gine parallèlement aux deux tangentes consécutives. 

Les projections de l'arc d^ sur les axes n'étant autre chose que les accroisse- 
ments infiniment petits des coordonnées cosa , cosfr, cosc, du point qui décrit 
cet arc , auront évidemment pour expressions 

</. (cosa), d.[cosb)^ d.,{cosc)j 
OU 



-m- -m- «œ- 



Ainsi, en désignant par /, m, n, les angles que fait avec les axes cet arc df^^ 
c'est-à-dire la normale à la courbe dans le plan osculateur; et en le regardant 
comme dirigé de la -première tangente vers la seconde, c'est-à-dire vers la (*} 



Ô Si MT et TM' sont les deux tangentes consécutives, Oiti et O/t/ leurs parallèles menées 
par l'origine , et mmf l'arc d^ ; la direction de cet arc devra toujours être comptée de la 
première tangente vers la seconde, ou plutôt de la première parallèle Om vers la seconde 
Om\ c'est-à-dire de m vers W , ou du côté de la concavité de la courbe, comme l'indi- 
quent les deux figures 7 et 8. 
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concavité de la courbe, on aura 

d, l—\ = cos l, d^ y d. l—)=:cosm.d^ ^ d. h-j \ = cos n . d^. 

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes , et renfiplaçant dans les 

dr djr dz 
Hi' d^' Â^ 



djc dy dz 
premiers termes les rapports —, "T ^ "Tf par cos a, cos 6, cosc, il viendra 



— -7- .cosa + ' 7- cos/ = Fcosa, 

g dt ' g ds' 

p cU> , , pw' M « ^ 

— -7- . cosfr + ^ r cos m = F cos 6 , 

gdt g ds 

— -37 . cosc + <- ^ cos/i = F cos y, 

g dt ^ g ds " 



et si Ton conçoit deux forces P et Q ayant respectivement pour mesure 

n djtù P^ dih 

— •'jr et — . —, ces équations prendront la fornîe 

Pcosa + Qcos/ = F cos a, 
Pcos^ -)- Qcosm= Fcos^, 
Pcosc 4" Qcosn = Fcosy. 

11 résulte évidemment de ces équations que la force F qui produit le mou- 
vement du corps 9 ou point matériel , peut être considérée comme la résultante 
(S 16) des deux forces P et Q, dont l'une P , fait avec les axes les angles a , 
6, c, etse trouve par conséquent dirigée suivant la tangente à la trajectoire, 
et agit de plus dans le sens de Taccroissement rfw de la vitesse; et dont l'autre 
Q , fait avec les axes les angles /, m, 7^, et se trouve par conséquent dirigée, 
d'après ce qui a été dît plus haut, suivant la normale à la trajectoire, menée 
dans le plan osculateur, et du côté de la concavité de la courbe. 

La première de ces forces est la composante tangentielle de la force mo- 
trice , la seconde est sa composante normale. On peut toujours concevoir le 
mouvement du point matériel comme dû à l'action simultanée de ces deux 
forces. 

La quantité j , qui entre dans l'expression de la composante normale , se 
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nomme la courbure. /On démontre facilement (*) que , p étant le rayon de 

courbure 9 on a — ==- V Ainsi on peut dire que la composante normale de la 

force motrice est telle que, si elle agissait pendant une seconde sur le mobile 
sans changer de direction ni d'intensité , elle lui imprimerait un accroissement 

de vitesse égal au produit du can*é de la vitesse ta par la courbure -7 , ou au 

carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure. 

Le poids/) du corps étant mesuré en kilogrammes, et co , ^, p étant des Ion- 

gueurs rapportées à une même unité qui est le mètre , on voit que p. — expri- 

Or 

mera en kilogrammes la valeur de la composante normale de la force motrice. 
Quant à la force tangentielle, on voit que si elle agissait pendant une se- 
conde sur le mobile sans changer d'intensité ni de direction , elle lui imprime- 
rait un accroissement de vitesse égale à — • Ainsi elle modifie la grandeur de 

la vitesse, comme si le mouvement était rectiligne (§ 10). 

20. — On peut parvenir d'une autre manière aux expressions des compo- 
santes P et Q , tangentielle et normale, de la force motrice. 

On a vu (§ 17) que l'effet d'une force sur un corps en mouvement est le 
même que sur ce corps en repos. A ce principe on peut ajouter que si un corps 
est en mouvement sous l'action de plusieurs forces, chacune agit indépendam- 
ment des autres, et imprime au mobile, dans sa propre direction, le même 
accroissement de vitesse que si elle agissait seule. De ce principe, et de la 
r^le donnée pour la composition des forces (§ i4)> il est facile de déduire 
que si deux forces P et Q agissent sur un point matériel en mouvement. 



n Soient (fig. 9) MM' =:£/!$, mm!=id^ ; soient MG et M'G deux normales consécutives; 
0/7» et Om! leurs perpendiculaires, parallèles aux tangentes, menées par Torigine ; MG égale 
sensiblement M'G , en sorte que les deux arcs ds et d^ peuvent être considérés comme deux 
arcs de cercle semblables j et l'on a MM'-; mm^ :: MG : Om. 

Or MG est le rayon de courbure p , et Om est l'unité ; on a donc 



d^ 1 

ds:d^::p:i d'où ^ = -• 



concavité de la courbe , on aura 

d, ( — j z=:cosl.d\, d, l^\=zcosm.d^ ^ d. yjj^ cos/i.rf^. 

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, et reniplaçant dans les 

dx dy dz 
li' dl' d^' 



1 dx dy dz . .| . , 

premiers termes les rapports —, T"> "Ti par cosa,cosô, cosc, il viendra 



p doi , »»* d^ , , _ 

— -7- .cosa + ' 7- '008/ = Fcosa, 

g dt ' g ds' 

p cU> , , OM* M -, ^ 

— -=- . cosfr + p ces m = F ces 6 , 

gdt ^ g ds ^' 

p d(ù . p»* d^h _ 

— -T- . cosc + ~ ^ cos/i = F 008 y, 

g dt ^ g ds " 



et si Ton conçoit deux forces P et Q ayant respectivement pour mesure 

n dti P^ d'^ 

^ '-jT et — . —, ces équations prendront la forme 

Pcosa 4- Qcos/ = F 008 a, 
Pcos6 -|- Qcosm= F 008^, 
Pcosc -}- Qcos/i = Foosy. 

11 résulte évidemment de ces équations que la force F qui produit le mou- 
vement du corps, ou point matériel , peut être considérée comme la résultante 
(S 1 6) des deux forces P et Q, dont 1 une P , fait avec les axes les angles' a , 
6, c, etse trouve par conséquent dirigée suivant la tangente à la trajectoire, 
et agit de plus dans le sens de Taccroissement rfw de la vitesse ; et dont l'autre 
Q, fait avec les axes les angles /, m, 7^, et se trouve par conséquent dirigée, 
d'après ce qui a été dit plus haut, suivant la normale à la trajectoire, menée 
dans le plan osculateur^ et du côté de la concavité de la courbe. 

La première de ces forces est la composante tangentielle de la force mo- 
trice , la seconde est sa composante normale. On peut toujours concevoir le 
mouvement du point matériel comme dû à Faction simultanée de ces deux 
forces. 

d^ 
La quantité — , qui entre dans l'expression de la composante normale , se 
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nomme la courbure. /On démontre facilement (*) que , p étant le rayon de 

courbure 9 on a — =- V Ainsi on peut dire que la composante normale de la 

force motrice est telle que, si elle agissait pendant une seconde sur le mobile 
sans changer de direction ni d'intensité , elle lui imprimerait un accroissement 

de vitesse égal au produit du can*é de la vitesse tù par la courbure -r , ou au 

carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure. 

Le poids/) du corps étant mesuré en kilogrammes , et co , ^, p étant des Ion- 

gueurs rapportées à une même unité qui est le mètre , on voit que p, — expri- 

Or 

mera en kilogrammes la valeur de la composante normale de la force motrice. 
Quant à la force tangentielle , on voit que si elle agissait pendant une se- 
conde sur le mobile sans changer d'intensité ni de direction, elle lui imprime- 
rait un accroissement de vitesse égale à — • Ainsi elle modifie la grandeur de 

la vitesse, comme si le mouvement était rectiligne (§ lo). 

20. — On peut parvenir d'une autre manière aux expressions des compo- 
santes P et Q , tangentielle et normale, de la force motrice. 

On a vu (S 17) que Tefifet d'une force sur un corps en mouvement est le 
même que sur ce corps en repos. A ce principe on peut ajouter que si un corps 
est en mouvement sous l'action de plusieurs forces, chacune agit indépendam- 
ment des autres y et imprime au mobile, dans sa propre direction, le même 
accroissement de vitesse que si elle agissait seule. De ce principe, et de la 
r^le donnée pour la composition des forces (§ i4)) il est facile de déduire 
que si deux forces P et Q agissent sur un point matériel en mouvement. 



n Soient (fig. 9) MM'=:£{5, mm'=d^ ; soient MG et M'G deux Donnales consécutives; 
Om et Om! leurs perpendiculaires, parallèles aux tangentes, menées par l'origine; MG égale 
sensiblement M'G , en sorte que les deux arcs ds et </>|i peuvent être considérés comme deux 
arcs de cercle semblables; et l'on a MM", mml :: MG : Om. 

Or MG est le rayon de courbure p , et Om est l'unité ; on a donc 

d]f 1 
ds\d^:\^:i d'où 5; = -- 
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pendant un temps dt assez petit pour que chacune d'elles puisse être considérée 
comme constante , chacune lui imprimera dans sa direction propre un accrois- 
sement de vitesse proportionnel à la durée dt de son action » et à sa propre 
intensité (§ 16); et que le déplacement effectif du point matériel au bout du 
temps dt sera le troisième côté d'un triangle dont les deux premiers côtés sont 
les déplacements qu'aurait subis ce point matériel dans la direction de chacune 
des forces P et Q, si elle eût agi seule pendant le même temps. 

D'après cela , la force tangentielle P ne changeant qu'infiniment peu de 
direction dans l'intervalle de temps dt^ elle agira comme dans ce mouvement 
rectiligne, et produira un accroissement de vitesâe d(ù , dans la direction de 
cette vitesse , qui satisfera à la relation 

p ^ ^ p 

g ' dt 

La composante normale Q pouvant aussi être regardée comme constante de 
direction et d'intensité pendant l'intervalle de temps dt , et le mobile n'ayant 
aucune vitesse initiale dans cette direction , puisqu'elle est normale à la trajec- 
toirâ, le déplacement (^e subi par le mobile dans le sens de la force Q sera 
donné par la relation (§11), 

Mais l'arc dSf considéré comme confondu avec sa corde, étant une moyenne 
proportionnelle entre le diamètre 2p du cercle osculateur et le segment dt de 
ce diamètre , on a 

ds* = 2p. di. 
Éliminant dt entre ces deux équations , on obtient 

dt* Qrf£* 

d'où 



2o ^p 2' 



'É P g 9 
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valeur qui est la même que celle à laquelle nous étions parvenus précédem- 
ment. 

On met quelquefois l'expression de la composante normale sous une autre 
forme, en y conservant Tare d^, ou, si Ton veut, Tangle des deux tangentes 
consécutives. Pour cela , des relations 



on tire sans peine 



d"^ 1 ds p v^ 



^ g dt 



Si l'on conçoit, comme au n"" 19, une droite menée par un, point fixe, et 
tournant autour de ce point fixe de manière à être constamment parallèle à la 
vitesse ci, c'est-à-dire à la tangente à la courbe décrite par le mobile ; et que 
sur cette droite on considère le point situé à Tunité de distance du point fixe, 
il décrira dans le temps dt , un petit arc de courbe dif\ et sa vitesse , par ç<||pé- 

d^ 
quent, aura pour expression — . On peut appeler cette quantité la vitesse dis 

rotation y ou la vitesse angulaire de la tangente (ou de la vitesse o). A l'aide 
de cette quantité , la force normale Q peut s'exprimer assez facilement : cette 
force est telle que si elle agissait seule pendant une seconde sur le mobile , en 
demeurant constante de directiqn et d'intensité , elle lui imprimerait une accé- 
lération mesurée par le produit de la vitesse tù et de la vitesse angulaire de 
celle-ci 

En même temps que les composantes rectangulaires qui ont pour expres- 
sions ~ "T" et - — ,* prennent les dénominations Ae force tangentielle et de 

force normale î la force F, qui est leur résultante et doit être toujours la 
résultante de toutes les forces de quelque nature qu'elles soient qui agissent sur 
le point matériel mobile, prendra la dénomination à<d force totale. • 

21 . — Nous n'insisterons pas ici sur les applications des formules précédentes à 
la recherche du mouvement d'un corps soumis ii une force connue, ce problème maréridaMujetu°èmteî 
ayant peu d'apulications dans la mécanique industrielle qui fait l'objet spécial '"'' "°* conAt. 
clç..cet ouvragé. Nous nous occuperons seulement du problème qui consiste à 
rechercher le mouvement qtie prend un point matériel , contraint de glisser 
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sur une courbe donnée , et surtout à déterminer la pression qu il produit contre 
cette courbe. 

Nous invoquerons pour cela un nouveau principe déduit de Texpérience, 
et relatif à l'action mutuelle de deux corps en contact. Ce principe , qn on 
énonce sommairement en disant qu'il y a égalité constante entre Y action et la 
réaction, consiste en ce que si Tun des deux corps en contact exerce sur le 
second une pression ou force F dans une certaine direction , le second exerce à 
son tour sur le premier une pression ou force précisément égale îi F , et direc* 
tement opposée. 

On peut dire que ce principe est la base de la Mécanique dés machines. Des 
qu'on cesse de s'en tenir au mouvement d'un corps isolé , et qu'on veut étudier 
celui de deux ou plusieurs corps en contact^ on est obligé dy avoir constam- 
ment recours. Indépendamment de ce qu'il peut être vérifié directement par 
l'expérience, on peut dire qu'il l'est aussi bien d'une manière indirecte, par 
l'accord qu'on remarque entre les effets observés et les lois déduites des théories 
qui.se fondent sur ce principe. 

Nbus allons voir comment il conduit à déterminer la pression exercée sur 
une courbe par un point matériel assujetti à s'y mouvoir. 

Soit F la force qui agit à chaque instant sur ce point matériel. Cette force 
n'étant pas en général dirigée dans le sens de la tangente à la courbe que doit 
suivre le mobile, tendrait, si elle agissait seule, à lui faire décrire une autre 
trajectoire. Mais la pression que la courbe donnée exerce sur le mobile est une 
seconde force qui , se composant avec la précédente , donne lieu à une résul- 
tante R , à laquelle est réellement dû le mouvement. On remplace ainsi l'effet 
de la courbe par une force qui se combine avec celle qui agit, et produit cette 
résultante R. Cette force R doit donc étie telle que sa composante normale 
soit exprimée par 

p «* 

i'7' 

o étant la* vitesse du mobile sur la courbe donnée , et p le rayon de courbure 
de cette courbe. 

Considérons d'abord le cas où la courbe donnée est plane et où la force F 
agit dans le plan de cette courbe. La résistance que la coucbe exerce sur le 
mobile est d'autant plus près d'être dirigée suivant la normale, qn'il y -« 
moins de frottement; nous admettrons, dans ces considérations rationnelles, que 
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le frottement soit nul , ou en d'autres termes que l'action de la courbé sur le 
mobile soit exactement dirigée suivant la normale. Nous désignerons cette force 
par N , elle sera dans le plan de la courbe comme l'action de la courbe sur le 
point ; celle du point sur la courbe , ou ce que Ton appelle la pression sur la 
coarbe sera une force égale et opposée à N. La composante normale de la force 
totale R, se composera de la force N plus de la composante normale de F; en 

sorte que N sera la diflférence entre la composaute normale de R ou - . - , et 

celle de F. 

Si au lieu de la force N qui agit sur ce point, on considère la force égale et 

opposée N , qui est la pression sur la courbe, et si en même temps on appelle 

Jorce centrifuge la force opposée à la composante normale de R qui a pour 

valeur — , etse trouve dirigée du côté de la convexité de la courbe, on verra 

alors que la pression N est la somme de la composante normale de F et de la 
force centrifuge. Cette sonune algébrique pouvant d'ailleurs être une véri- 
table différence, s'il arrivait que la composante normale de la force motrice fût 
dirigée-en sens contraire de la force centrifuge. 

Si la courbe donnée est à double courbure , et que la force F agisse d'une 
manière quelconque, la résistance N, d'après sa nature, ne peut agir que dans 
le plan normal; s'il n'y a pas de frottement, le point mobile recevra donc 
l'action de deux forces, l'une N et l'autre F. La résultante de ces deux forces est 
ce q^^nous désignons par R. Cette force a pour composante normale à la 

courbe une force dont l'expression est toujours ^— , p étant le rayon de courbure 

de la courbe. Ainsi, d'après la théorie de la composition des forces, il faudrti 

que dans le plan normal la force —, composante de R, soit la résultante de la 

force N et de la composante de F dans ce plan ; si maintenant on considère 
comme précédemment, au lieu delà composaute de R, son opposée ou ce 
qu'on appelle la force centrifuge , et au lieu de la force N son opposée ou la 
pression que reçoit la courbe, on verra que cette pression est la résultante de 
la composante normale de F et de la force centrifuge. 

La pression N a en outre u«e composante tangentielle, dans le cas du frotte- 
ment, ainsi qu'on le verra par la suite; mais cette composante tangentielle est 
alors une fraction déterminée de la résultante des deux 'antres composantes ; 
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en sorte qu'en la combinant avec la composante tangentielle de F , on en 
déduira comme tout à l'heure la composante tangentielle de R, et par suite la 
nature du mouvement sur la courbe. 

^2. — Daùs les applications aux machines, on n'a guère à considérer le mou- 
vement sur une autre courbe que le cercle. Concevons donc un corps tournant 
autour d'un axe , auquel on le supposera lié par une tige ou tout autre corps 
rigide, et demandons-nous quel effort cette tige ou ce lien aura à supporter 
pendant le mouvement. 

Pour mieux fixer les idées, supposons que l'axe autour duquel le corps 
tourne soit horizontal , et qu'ainsi le cercle décrit soit situé dans un plan ver- 
tical. Désignons le rayon de ce cercle par p. L'effort que le lien aura à sup- 
porter sera précisément ce que nous avons nommé précédemment la pression 
exercée ou supportée par la courbe ; il sera donc la résultante de la force cen- 

tnfuge —, et de la composante normale du poids p du corps. Ainsi , en 

Or 

désignant par a l'angle aigu que fait l'élément du cercle avec la verticale , 
la pression , quand le corps sera dans le demi-cercle inférieur , sera 

*—.— -l-wsiQ, OU pi ksiua), 

g P '^ W / 

et quand le corps sera dans le demi-cercle supérieur, 



P » 

- . p siD a OU p 



(£-sia,). 



Lorsque le corps passe au point le plus bas ou au point le plus haut du cercle, 
on a sina = I ; ces pressions deviennent alors 



'Ci+') " <7-') 



Si la dernière expression est négative, cela voudra dire que le lien, au lieu 
d'être tiré dans le sens de la force centrifuge, sera au contraire comprimé vers 
l'axe. 

(Ces pressions sont exprimées en kilogrammes comme le poids p). 

Si le corps avait acquis la vitesse a> en descendant depuis le milieu de la 
hauteur du cercle jusqu'au point le plus bas, c'est-4i-dire en descendant de 
la hauteur p, et qu'on voulût la tension du lien qui l'atCHçhe à l'arc, à l'instant 
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OÙ il arrive au point le plus bas-, il suffirait de prendre (Su) 

ce qui donne pour cette tension 

3/,. 

La partie de cette tension qui est due à la seule force centrifuge est a/) ; on y 
ajoute le poids p, ce qui fait le total 3/?. 

Principe de la transmission du traitait dans le mouvement d!un point 

matériel. 

23. — Supposons un point matériel soumis à un nombre quelconque de 
forces agissant dans dififérentes directions. Si F est la résnltante de ces forces 
à un instant quelconque du mouvement, p le poids du point matériel, cd sa 
vitesse , et i Tangle que fait la direction de cette vitesse avec celle de la résul- 
tante. F; on aura entre cette même vitesse et la composante tangentielle de la 
force F , en vertu de ce qui a été établi aux n^ ig et 20 , la relation 

Fcos^ = ^.^. 
g dt 

Cette équation ayant lieu pour les signes comme pour les valeurs numériques, 
parce que si i est obtus, et par conséquent cosd négatif, la composante tan- 
gentielle F cos d produit en même temps un décroissement de vitesse , en sorte 
que diù est négatif. 

Considérons maintenant les forces dont F est la résultante. Formons un 
premier groupe de celles dont les composantes tangentielles sont dirigées 
dans le sens même de la vitesse o), et un second groupe de celles dont les 
composantes tangentielles tombent en sens opposé. Pésignons par 2P^la 
somme des premières composantes, et par IF la somme des autres, nous 
aurons (% 16), 

ïP— iF=Fco8*, 

égalité qui subsiste pour les signes comme pour les valeurs numériques. 
En vertu des deux équations que nous venons d'écrire, on aura donc 



=* 
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toujours 

Si Ton désigne par ds Tare décrit par le point matériel considéré dans le temps 
infiniment petit dt , on aura , en multipliant par ds les deux membres de 
l'équation précédente, 

iPA-zFA = ^4"-*=-$,-^' 
g di g dt ' 

ou, en observant que — n*est autre chose que o), 

8 

Intégrons les deux membres de cette équation entre deux positions quelconques 
du mobile. Soient ^o et s^ les valeurs correspondantes de l'arc de la trajectoire, 
compté à partir d'une origine fixe prise sur cette courbe, soient gd^ et co, les 
valeurs de la vitesse se rapportant aux deux positions considérées ; nous aurons 



Jso Jso g ^ g ^ 



Pour interpréter cette équation , et en énoncer les conséquences d'une manière 
simple et frappante, il est nécessaire d'établir quelques nouvelles dénomina- 
tions. 

a4' — Soit F une force quelconque , agissant sur un point matériel isolé , 
ou sur un point faisant partie d'un système dont le mouvement pourra du 
reste provenir de beaucoup d'autres causes que de la seule force F. Si la direc- 
tion de cette force fait un angle aigu avec la direction de la vitesse du point 
considéré, et qu'elle tende par conséquent à accroître cette vitesse, nous don- 
nerons à cette force le nom de force mouvante. Si la direction fait au contraire 
un angle obtus avec celle de la vitesse , et qu'elle tende ainsi à diminuer cette 
vitesse , nous donnerons à la force le nom de force résistante. D'après Cii 
conventions, la somme 2P proviendra des seules forces mouvantes, et la 
somme 2?' des seules forces résistantes. 

L'intégrale fPds^ dont chaque élément Vds est le produit de la compo- 
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santé tangentielle d'une force F par lare infiniment petit ds décrit par son 
point d'application » se nomme la quantité de traitait due à cette forrce F. Le 
produit Vds est Vêlement de travail dû à cette même force. 

Lorsque la force F est moMmite , le travail fVds prend le nom de traitait 
moteur ; dans le cas où elle est résistante , on le nomme travail résistant. 

L'élément de travail "Pds peut être considéré sous un autre point de vue. 
En efièt, i étant Tangle que fait avec la direction de l'élément ds celle de la 
force F qui agit sur le point mobile et a pour composante tangentielle P , on 
aura 

P=Fcos* d'où Tfds=zFcos9,ds. 

Or le produit cosd.ds n'cât autre chose que la projection de ds sur la direc- 
tion de la force F; si donc, nous désignons cette projection par df, nous 
' aurons 

Tfds ^ Fdf, et par suite fPds = fFd/. 

Ainsi on peut encore regarder le travail fPds comme l'intégrale /Fdf d'unç, 
somme d'éléments Fdf, formés en multipliant chaque valeur de la force F par 
la projection e^^de l'arc infiniment petit ds , sur la direction de cette force. 

25. — Il résulte de la définition même du travail ou de l'élément de travail 
que l'on peut, dans l'évaluation de ces quantités , prendre, au lieu du travail 
d'une force, la somme des quantités dé travail de ses composantes. On peut 
aussi , au lieu du travail élémentaire qui correspond à un arc infiniment 
petit ds , prendre la somme des quantités de travail élémentaires qui corres- 
pondent aux projections de cet arc sur difierentes lignes, ou, en d'autres 
tern&es, à ses composantes dans différents sens. 

En effet, la propriété de la résultante d'un système de forces appliquées à 
un même point dans différentes directions étant (§ i6) , que sa projection sur 
une droite quelconque est toujours la somme algébrique des projections des 
composantes, il est clair qu'en prenant pour axe 'de projection, la direction 
de l'arc décrit ds^et nommant ?,, P, , P,, etc. , les projections des composantes 
de P sur cet axe , on aura 

P = P. + P.-|-P. +eft. '.. . . 

d'où 

fPds = fP,ds-\-fP.ds4êJ'P,ds-\-iAc., 



— 38 — 

équation qui exprime la première transformation dont nous venons de parler. 
De même, si Ton appelle J, , i, 4, etc., les angles que font avec la force F 
les composantes ds,, ds^fâs^, etc., de Tare infiniment petit e/5, on aura, en 
projetant cet arc et ses composantes sur la direction de la force F, 

df ou cos9,ds = cos^,.£&, + cos^,.i^5, + cosJ,.£i5,-}-etc, , 
d'où 

fFd/= fFcos9,ds,+fF co$\ds.+ fFcos$,ds,+ etc. ; 

équation qui exprime la seconde transformation annoncée, puisque chaque 
terme du second membre représente le travail qu*on aurait si le point soumis 
à la force F parcourait le petit arc qui y figure comme facteur. 

Il résulte des remarques précédentes que si X , Y , Z sont les composantes 
de la force F suivant trois axes rectangulaires, et dx^ djy dz les composantes 
du petit arc ds suivant les mêmes directions, on pourra poser la relation 

P^5 ou Fdfz=z Xdx + Ydy + Zdz j 

car , dans ce cas, les quantités F cosd. , Fcos j, , Fcos% ne sont autre chose que 
les composantes X, Y, Z de la force F; et les composantes d>., ds^^ ds» de 
r.arc dsj ne sont autres que dx, dj, dz. 

L'équation ci-dessus permet d'introduire dans l'expression du travail d'une 
foh:^, celles qui seraient dues à des composantes agissant sur des points fictifs, 
se mouvant comme les projections du point auquel elle est appliquée. 

26. — La quantité ^— ou p. — prendra , dans cet ouvrage , le nom de 

force vive. Nous verrons plus loin comment cette dénomination peut se justi- 
fier par la nature de la quantité qu'elle désigne. 

A l'aide des dénominations et conventions que nous venons d'établir, il 
devient facile d'énoncer le principe que renferme l'équation 



î 1 PA-^i P 



V'ds^t^L-E'^, (!) 

g ^ g ^ 



Elle nous apprend que, powr une durée quelconque du mouvement, la diffé- 
rence entre le travail moteur et le travail résistant, dus aux forces appli- 
quées au point matériel , est égale à t accroissement qu'a pris la force vive 
du mobile pendant ce temps. * • 
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Cette équation donne le moyen d'obtenir la force vive ^--^ du mobile à un 

instant quelconque , lorsque l'on connaît celle qu il possédait à un autre in- 
stant , et que l'on sait calculer les quantités de travail relatives à l'intervalle de 
temps correspondant. C'est par cette raison que cette équation a reçu des 
auteurs la dénomination d'équation des forces vii^es. Nous la nommerons 
équation de la transmission du travail. Cette désignation se trouvera com- 
plètement justifiée quand nous étendrons l'équation précédente à un système 
de points matériels; mais elle peut l'être dès à présent, sinon aussi bien, du 
moins d'une manière suffisante. 

En effet y si l'on considère le mouvement depuis son commencement jusqu'à 
sa fin y c'est-à-dire depuis que la vitesse ci>o ^^î^ nulle, jusqu'à l'instant où la 
dernière vitesse o), est aussi nulle, on aura 






(2) 



ainsi, dans ce cas, il y a égalité entre le travail moteur et le travail ré- 
sistant. 

Or, on peut concevoir que les forces qui produisent ce travail résistant pro- 
viennent de l'action de points matériels en contact avec celui que nous con- 
sidérons. Ces points recevront- dès lors à leur tour des pressions égales et 
opposées à celles qu'ils exercent, et dont le travail total sera ifPds. Ce travail, 
par rapport à ces points devra être considéré comme travail moteur. Ainsi 
donc, on peut dire que le travail ifPds^ dû aux forces mouvantes appliquées 
au point mobile pendant la durée totale du mouvement jusqu'à son extinction, 
est transmis tout entier aux points matériels qui ont produit les forces ré- 
sistantes. 

Sous ce point de vue, l'équation ci-dessus (2), ou celle qui l'a fournie (i), 
peut I jusqu'à un certain point , prendre la dénomination d'e^i/^/io/t de* la 
transmission du travail. Mais, nous le répétons, cette désignation sera 
beaucoup mieux justifiée, quand nous aurons fait voir comment l'équation (1) 
peut s'étendretii un ensemble de points matériels et à une machine quel- 
conque. 

Si Ton applique l'équation des forces vives, ou de la transmission du travail, 
à une durée comprise entre l'instpnt où le point mobile avait une vitesse a>o et 
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celui où la dernière vitesse co, est nulle ; et si Ton suppose que , pendant cette 
durée, il ny ait que des forces résistantes F , on aura 

Or, ainsi que nous venons de le dire , si le travail fPds , qui est produit par 
les forces résistantes , est dû à des points extérieurs qui ont exercé leurs ac- 
tions sur le mobile, ces points , à leur tour, auront reçu un travail moteur 

dont la mesure sera précisément p •^* 

Cette dernière quantité peut donc être considérée comme l'expression du 
travail que peut produire, avant de s'arrêter, un corps qui a un poids p et 
une vitesse a>o 9 en agissant sur d'autres points matériels par FeSet de sa vitesse 
acquise, et jusqu'à ce qu'il ait ainsi épuisé cette vitesse. On pourrait donc 

nommer la quantité p . -^, le travail disponible renfermé dans le corps. On 

conçoit donc comment quelques auteurs et quelques mécaniciens pratiques, 
ayant d'abord employé le vaoi force dans l'acception de ce que nous appelons 






ici travail^ aient donné au produit />•— la dénomination àfi force f^iVe, 
qui avait alors pqur eux, le sens de travail disponible. 

Du mouvement relatif Hun point matériel. 

37.*— Au lieu de rapportei: le mouvement d'un point fnatériel à des axes 
fixes dans Tespace , on peut avoir besoin de le rapporter à des axes doués eux- 
mêmes fl'un mouvement quelconque , qui n'altère pas d'ailleurs leur position 
mutuelle. Les vitesses du mobile par rapport à ces axes sont alors des vitesses 
rektives, et ce sont les relations entre ces vitesses relatives et les forces qui vont 
faire maintenant l'objet de notre examen. 

Désignons par sc^jr,^ z, , les coordonnées du point mobile par rapport à 
trois axes rectangulaires fixes; par Xjjr, z les coordonnées ^ même point 
par rapport à des axes rectangulaires mobiles; pari-, ii, 1^ les coordonnées âm- 
l'orijgpe mobile rapportée aux axes fixes; et par a> ft, c, a', b\ c\ à\ h\ c'\ 
les cosinus des angles que Tont les axes ii||bile8 avec les axes fixes; enfin, 
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par (xXi)f l'angle que font entre eux les axes des x et des x^. En étendant 
cette notation à tous les angles analogues , on aura 

a = co8(j:x,), b = cos(^j:,), c = cos(zj:J, 



a! = cos (xjr^ , b' = cos (xy, ) , c' = cos ( ^J , 
a" = cos(xz,) , ^' = cos (yz, ) , c" = cos (zz, ). 

Ces cosinus, ainsi que les coordonnées |, y] , (, de l'origine mobile seront des 
fonctions du temps. 

Les formules connues , qui expriment les relations entre deux systèmes de 
00 odonnées rectangulaires , donnent 

X, = i + ax -{- bjr -\^ cz, 

j^, = , -f a'j: + ^y + ^'^ y 
z, = r:+a"x+by-\'(/'z. 

En difiérentiant ces équations par rapport au temps , on obtient, 

dx, <f Ç , da ^ db . de . dx (fy dz 

rf» <i< ^ «& ^ -^ A ^ J/ ^ rfr ^ dt^ dt 

dx ify dz , . , . 

Désignons par u , f , w^ les composantes —, ~ , j , de la vitesse relative 

du mobile par rapport aux axes mobiles; et par Mi, r. , w., les composantes 

— ', — ', -^ , delà vitesse absolue, par rapport aux axes fixes. Représentons 

parw^, ^,, w« les composantes analogues pour un mouvement fictif , rapporté 
aux axes fixes, et qui serait celui du point matériel, si, à l'instant où on le con- 
sidère, il venait tout à coup à faire partie d'un système solide invariablement 
lié aux axes mobiles. Il résultera de ces notations les relations 

di ^ da , db , de 

''' = dt + ''-di'^^Tt'^^dt^ 

dfi , da! . dU dd . 
dx, . Ai" . db" dcf' 

"^'^di + ^-dT+^-di-^^di^ 
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et par suite les équations (B) deviendront : 

". = "• + ^« + ^^ + ^?**'î ) 

:i8. — Arrélons-nous un instant à examiner les propriétés de ces vitesses. En 
faisant abstraction de celle de Torigine mobile , il restera : 

da , db . de 

dd . dhf . dd 

rfa" , dV' , dd' 

^'=^-dr-^^-dr+^-dF- 

Il existe , comme on sait, entre les cosinus a , by c, a', l/^ a^ a\ b'\ c'\ les re- 
lations : 

i b' + b'*-^ U" = 1 , bc-Y Vf + V'd' = 0, ) 

j c' + c" + d" = 1 , ca+ dci-if cV'= , [ (/i) 

et on en tire par la diflFérentiation : 

bdb + b^db^ + b''db" = 0, \ 
cdc + c'dc + c"d&' = 0, > [p) 

ada + a'da!+a"da!' = 0, ) 

bdc + ydc' + b"dc" = — {cdb + c'i^^r' + d'db") , j 

Pour abréger, nous poserons : 

cdb + (fdb^ ^(/db"=pdt, \ 

adc + a!dd-\^a"dc!' = qdt, \ (r) 

bda+b'da!J^b''da"^rdt, j 

Soit U, la vitesse fictive dont les composantes suivant les axes fixes sont u^^ v^, 
Wg. Si Ton veut obtenir les composantes de cette même vitesse, suivant les axes 
mobiles , on remarquera que, par la théorie connue des projections, on a 
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U, cos (VeX) = aue + a'v + «" w«. 

Multipliant donc la première des équations (/) par a, la seconde par «', la 
troisième par a", et ajoutant, il viendra : 

OU , en ayant égard aux relations posées ci-dessus , 

Uecos (V^x) = — ry-^-qz^i qz — ry. 
Par un calcul analogue, on trouvera de même : 

U, cos (Uey) = rx — pz, 
Ve cos ( UeZ) =pjr — qx. 

En examinant ces valeurs, on reconnaît, et il est facile de vérifier, que la di- 
rection de U« est perpendiculaire à la fois aux deux directions qui font avec les 
axes mobiles des angles dont les cosinus sont 



l^x*+y+z'' y^'+y+z'' i/x*+y+z*' 

et 

_P 9 



y/p'+r+^' yp'+r+^' i^p'+r+'^' 

Cela résulte de ce que les sommes des produits des cosinus deux à deux sont 
nuls ; savoir : 

xcos(OgX) +jrcos^,jr) + 2cos(U,a) = 0, 

pcos{V^) -f î cos (U^jr) + rcos (U^z) = 0. 

Soit (fig. lo) l'origine mobile, M le point matériel considéré, P un point 
géométrique dont les coordonnées par rapport aux axes mobiles soient/» ^ q, r; 
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les droites OM et OP auront précisément les directions dont nous venons de 
parler. Abaissons du point M sur OP la perpendiculaire MC: la vitesse Ue 
perpendiculaire à la fois à OM et à OP, le sera aussi à la droite MC qui est dans 
le plan des deux premièi'es. Or, pendant le temps infiniment petit dt^ la di- 
rection de OP étant sensiblement constante, celle de U^se confond en direction 
avec un arc de cercle décrit du point G comme centre avec le rayon CM dans 
un plan perpendiculaire à OP, c'est-à-dire que le mouvement fictif d'entraî - 
nement avec les axes mobiles dont nous avons supposé le point matériel animé, 
est un mouvement de rotation autour de Taxe OP, pendant le temps infiniment 
petit dt. Et si q» est la vitesse angulaire dans ce mouvement, on aura U^^cp.MC. 
Pour obtenir l'expression de la vitesse angulaire ep, soit d l'angle MOP; on 
aura , en ayant égard aux valeurs des cosinus des angles que les droites OM et 
OP font avec les axes mobiles 



px+gjr 4- rz 



par suite , on trouvera 



ou 



d'où 






sincr= ^^ 



OM. Vp^+q'+T' 



OM.in^ = MC= "' et U.= V/i>'+î-+r'.MC, 

d'où enfin , à cause de U, = ,y.MC , 

Les quantités/?, q, r, sont indépendantes des coordonnées x,^, z, et ne 
dépendent que des valeucs des angles des axes mobiJes avec les axes fixes et des 
variations de ces angles. Donc la droite menée de l'origine mobile, au point 
dont les coordonnées sont />, ^ , r par rapport aux axes mobiles , est un axe de 
rotation pour tous les points qui suivent le mouvement des axes mobiles. C'est 
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par cette raison qu'on a donné à cette ligne la dénomination daxe instantané 
de rotation du système solide. 

Si X, fxy V sont les angles que fait Taxe instantané avec les axes mobiles, on 
aura : 

nq. — Reprenons maintenant la recherche des relations qui existent entre les 

. . 1 r ExpreMÎOD de la force 

Vitesses relatives et les forces. dan» le mouvement 

Désignons par un d ordinaire les différentielles prises pour le mouvement 
relatif du point matériel par rapport aux axes mobiles^ c'est-à-dire en ne fai- 
sant varier le temps que dans x ^j jZ\ par d^ les différentielles pour le mouve- 
ment d'entraînement du point matériel avec le système des axes mobiles , 
c'est-à-dire en ne faisant varier le temps que dans Ç , y] , ( et dans a , by c, a\ 
b', dy a", b'\ c"; enfin par d^ les différentielles pour le mouvement absolu du 
point matériel par rapport aux axes fixes, c'est-à-dire en faisant varier le temps 
à la fois dans x,^, z et dans Ç, tî, Ç, a , 6, c^ ciyb\ c', a!\ h\ c". 

La première des équations (B) , différentiée en faisant tout varier , donnera 

d^x, Vd^l . d'à , d*b , d*c-\ . r d'x , ^d'y ^ d'z'] 

-dF^^ldF+^dF+^lF+'di^l + rdF + ^dF + 'dF] 

r^ da djr db dz dc^ 
"*" Vdt' dt^ dt H'^H' dtl 

Or, en se servant des notations établies ci-dessus, le premier membre pourra 
s'écrire -^\ Les termes qui composent la première parenthèse forment préci- 
sément la difi'érentielle de la valeur de u^ , donnée par la première des équa- 
tions (h) , eu y regardant x, /, z comme constants ; on peut donc remplacer 

celte parenthèse par — , et l'équation s'écrira sous la forme 

Les deux dernières équations (B) traitées de la même manière don- 
neront pareillement \ U) 

d.^*'. d w. . / „du . .„do , .,dw\ . r daf . db' dd-\ 
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Soit n le poids du point matériel , Fia force qui produit son mouvement 
absolu, a, p, y les angles que cette force fait avec les axes fixes; on aura, en 
vertu des relations établies au n"" 17 : 



n 


\<u. 


F cos a = — , 


' dt 


„ n 


dy. 


Fcosp — - . 


dt' 


n 


^,4V, 


F cosy = - . 


dt 



(0 



On tire des équations {s), après les avoir multipliées par -, 



Il / du , , dif , dw\ „ n d^u^ 2n/ da . db . dc\ \ 

^V dt- dt^ dt ) g dt g\ dt ^ dt ^ dt )\ 

n / ^du . ,,di^ , ,dw\ „ « n d^v. 2n / da' db' , dc\ !- 



n 

n / „du , ^,dt^ „dw\ n d,^^^. 2n/ ^ia" dV dd\ 

g \ dt^ dt^ dt ) 'g dt g \ dt ^ dt ^ dt J 

En se rappelant que la projection d'une force sur un axe est la somme des 
projections de ses composantes sur le même axe, on reconnaît sans peine que 
les premiers membres des trois équations qui précèdent , expriment les projec- 
tions sur les trois axes fixes d'une force fictive, ayant pour composantes suivant 

Il du n dç j\ dw 
les axes mobiles - . -- , - . — t - • -7-- Cette force est celle qui, pour un 
g dt\g dt' g dt ^ » r- 

observateur entraîné avec les axes mobiles , serait capable de produire le mou- 
vement relatif du point matériel par rapport à ces axes. 

n dgu^ n d^f^ n d^w^ . ^ _ . , 

Les termes — . — -, - , JLl. - . — --, qui figurent dans le second mem- 
g dt' g dt' g dt '^ ^ 

bre sont les composantes, suivant les axes fixes, de la force qui serait capable de 
produire le mouvement d'entraînement du point matériel avec les axes mo- 
biles. Nous désignerons cette force par F,, et par /, , m^, n, , les angles qu'elle 
fait avec les axes mobiles. Nous représenterons par / , m , n les angles que fait 
la force F avec ces mêmes axes mobiles. 

En multipliant la première des équations {jjl) par a , la seconde par a\ la 
troisième par a" et ajoutant; puis opérant de même avec h , h\ b'y puis avec c, 
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c, d* , et ayant égard aux relations données plus haut entre ces divers cosinus 
et leurs difllérentielles ; on obtient, toutes réductions faites : 

n du 2ii 

n ^^ ï. n 2n . 

— .^=rcosin — r^cosni* {ru — pw) , ) • (j/) 

a o 

- . -7" =Fcos/i — F,cos/i- (P^— ^tt); 

g d^ . g 

é(|uations qui contiennent les projections des forces sur les axes mobiles^ et non 
plus sur les axes fixes. 

Ces équaticms nous apprennent que le mouvement relatif du point matériel , 
par rapport aux axes mobiles , peut se traiter comme un mouvement absolu 
par rapporta des axes fixes, pourvu qu'on regarde le mobile comme soumis à 
deux forces fictives, en outre de la force F , la seule qui agisse réellement. 

La première de ces forces fictives est égale et directement opposée à la 
force F, qui serait capable de produire le mouvement d! entfktnement du 
point matériel avec les axes mobiles , cest-à-dire, le mouvement que pren- 
drait ce point , s'il était lié tout à coup d'une manière invariable avec ces 
axes mobiles. 

La seconde force fictive a pour projections sur les axes mobiles les quantités 

2n , ^ 2n . ^ an 

g g g 

et en la nommant F, on a 

2n y , 

F =s — V(q'w — rvf + (ru — pw)» + O^^ — ^w)'. 
o 

Or, on reconnaît que la direction de cette force est perpendiculaire aux deux 
directions qui font avec les axes mobiles, des angles dont les cosinus sont 



et 






\/7+7+^' K?H^+>-' yFT¥+^' 
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Nommant ^ TaDgle de ces deux directions, on trouvera sans peine 



d'où Ton déduit 






Or l^p^+q*+^ j c'est la vitesse angulaire 9 de rotation autour de Taxe i|i- 
stantané;et k w' + c' + tv' .sinj' n'est autre chose que la vitesse relative 
V^u^^v^^w^j projetée sur un plan perpendiculaire à cet axe , puisque l'angle 
9 est celui que fait la direction de cette vitesse avec celle de l'axe instantané. 
Nommant (2 cette vitesse relative , on pourra écrire 

F= a. — .cpnsind'. 
g 

Cette équation nous indique que la seconde force fictive qiCil est nécessaire 
d introduire pour pouvoir traiter le mouvement relatif comme un mouve- 
ment absolu , est égale au double de celle qui produirait Faccélération 
^siu g y formée du produit de la vitesse angulaire de rotation autour de 
[axe instantané , par la projection de la vitesse relative sur un plan perpen^ 
diculaire à cet axe. Sa direction est perpendiculaire à [axe instantané de 
rotation des axes mobiles et à la vitesse relative. 

Princi e de la Iran»- ^^' — Examinous maintenant ce que devient, dans le mouvement relatif 
nûMion du travail dan» Jq^ point matériel libre, le principe des forces vives ou de la transmission du 

le mouTement rcittit * ' * . * 

d'un point. travail. 

Multiplions la première des équations (ç^) par udt^ la seconde par vdt , la 
troisième par wdt , et ajoutons les membre à membre; les termes multipliés 

p r — s'entre-détruiront; et, en remarquant que Ton a 

û* = !«*+ f * + w* d'où ada = udu + vdu -f wAv , 
l'équation obtenue pourra s'écrire ^'. 

- û Al =r F (tt cos / -|- if co% m -}- w 008 n) dt — F, (ucos/« -}- i^cosm « + w cos n,) dt j 
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mais on a : 

u = acos{ar}, $f =z acos(ûjr) ^ w=iCicos{az)'f 

il vient donc : 

- œlQ s Faifr [co8(aa:}co6/-|-cos(D^) cosm -f co8(az) cos n] — F«Qift[co8(nx)co8/o 
g 

+C08 (i^)cosm« + cos (as)co6/iJ, 
ou bien 

- iida = FaAcos(ûF) — FeCuftcos(aF.). 

En appelant £^ et d/^ les projections de l'élément de chemin relatif décrit 
pendant le temps dt sur les directions des forces F et F«^ la dernière équa- 
tion devient 

De là ^ on tire en intégrant entre deux instants pour lesquels la vitesse relative 
prend les valeurs Oo et A, » 

La seconde force fictive ne figure pas , conmie on voit , dans cette équation ; 
et Ton devait s'y attendre, puisque cette force étant perpendiculaire à la vitesse 
relative, ou à l'élément de chemin décrit, ne peut produire aucun travail 
relatif. 

Si Ton suppose, comme nous l'avons fait précédemment, que les forces F 
et F« soient les résultantes de plusieurs autres forces; que l'on projette ces 
forces sur la direction de l'élément ds du chemin relatif, au lieu de projeter 
cet élément lui-même sur la direction de chaque force , ce qui est indifiërent 
quant au travail ; que l'on fasse un premier groupe de celles de ces projections 
qui tombent dans le sens de la vitesse relative n,et un second groupe de celles 
qui tombent en sens contraire ; qu'enfin l'on désigne par P et P deux projec- 
tions quelconques prises dans chacun de ces groupes, et par P« et P« deux 
projections analogues relatives à la résultante F«; l'équation précédente pourra 
se mettre sous la forme 

n^-n^:=ifpds^iffds^^fp.ds + ifv'^. 

On peut l'énoncer en disant : que dans le mouvement relatifs t équation des 
forces vives ou de la transmission du travail a encore lieu , pourvu qu'on 

7 
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ajoute au travail des forces Y données^ celui que produiraient des forces égales 

et opposées à celles qu il faudrait appliquer au point matériel pour t obliger 

à se mouvoir comme s'il était invariablement lié avec les axes mobiles. 

ionduiTzylïl^dVné 3i.- — PouF doDoer UD ex^fttple de rapplicalion de ce principe , supposons 

^dUê^m* mobiiM ^"® ^® mouvement des axes mobiles soit un mouvement de rotation uniforme 

naent uniformément ^utOUr d'uU 8X6. 

>ur dun aie. 

Dans ce cas , la force capable de faire prendre au point matériel ce même 
mouvement de rotation comme s*il était invariablement lié aux axes mobiles, 
n est autre que la force centripète; et la force égale et opposée à*F« est précifiè«> 
ment la force centrifuge , dont la mesure est 

cp étant la vitesse angulaire^et rla distance du point matériel à l'axe de rotation. 
L'élément de chemin relatif décrit dans le sens de la force centrifuge étant 

rfr, le terme — /F^cJ/^ se réduit à H. <pVdr, dont l'intégrale est— ç'(r/ — ro*), 

r et To étant les valeurs de r, c'est-à-dire les distances du point matérieLà l'axe de 
rotation, aux deux instants entre lesquels on applique Téquation des forces vives. 
Si Ton désigne par u^ et u^ les vitesses que prendrait ce point matériel , si , 
aux deux instants extrêmes , il était lié invariablement aux axes mobiles , on 
aura <y*r' = w.' et 9V0' = m*o ; en sorte que l'intégrale précédente deviendra 

— ; et l'équation des forces vives pourra s'écrire 

elle peut s'énoncer en disant que : dan^ U mouvement relatif dun point 
matériel par rapport à un sjrstème animé dun mouvement de rotation 
uniforme autpur (fun axe, il suffit pour obtenir H accroissement de la force 
vive relative d ajouter au travail , calculé comme dans le mouvement absolu , 
r accroissement de la force vive due à la seule vitesse de rotation qu aurait 
le point matériel dans ses deux positions extrêmes , 51, mix deux instants 
correspondants ^ il était entrainé invariablement avec tout le système de 
rotation. 



• 
• 
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De Féquilibre ou de ta destruction des forces appliquées à un point 

matériel. 

3a. — Où dit que des forces se détruisent , ou sont en équilibre , quand elles 
ne peuvent ni donner aucun mouvement au point. auquel elles sont appliquées, 
ni modifier en rien celui qu'il aurait déjà acquis , ou qu'il prendrait sous 
l'action d'autres forces. 

Tant que les forces considérées ont une résultante , celle-ci tend évidemment 
à donner un certain mouvement au point matériel sur lequel elle agit, ou à 
modifier celui dont il était précédemment animé. Il faut donc , pour qu'il y 
ait équilibre entre ces forces , que leur résultante soit nulle. Pour que cette 
condition soit remplie, il faut que les projections de la résultante sur trois di- 
rections diflféren tes , soient nulles séparément; et, comme la projection de la 
résultante sur un axe équivaut à la somme algébrique des projections de ses 
composantes sur ce même axe, il faut, pour l'équilibre d'un système de forces 
appliquées à un même point matériel, que la somme algébrique des projec- 
tions de ces forces sur trois directions différentes, soit nulle pour chacune de 
ces directions. Cette condition est d'ailleurs suffisante puisque , lorsqu'elle est 
remplie , la résultante elle-même est évidemment nulle. 

On peut transformer cette condition en une autre, qui , bien que ne présen- 
tant, dans le cas où nous sonmies; rien de plus simple ni de plus commode, 
a beaucoup d'avantages lorsqu'il s'agit de l'équilibre dans des systèmes de 
points formant des corps et des machines. Cest donc uniquement pour pré- 
parer ce que nous aurons à dire à cet égard que nous allons présenter la re- 
marque suivante. 

On a vu (35) que lorsque plusieurs forces sont appliquées à un même point d'a^°poÎD?°ntté?î^f ^ 
•matériel, l'élément de travail de la résultante équivaut à la somme algébrique ij,fJi°,^;P* **" ''^* 
des éléments de travail des composantes , quel que soit d'ailleors le mouvement 
du point matériel. Lors donc que la résultante est nulle, et que le mouvement 
quel qu*il soit, est dû à d'autres forces que celles que l'on considère, on peut 
dire que la condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre, est que la somme 
algébiîque des éléments de travail des forces que Fon considère soit nulle pour 
trois déplacements infiniment petits du point matériel. 

Ces déplacements infiniment petits, choisis arbitrairement, sont ici des 
quantités géométriques qui n'ont aucun rapport avec les forces dont on veut 
constater ^équilibre : on n*en fait usage que pour introdoire troia directions 
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prises à volonté pour projeter les forces, et constater que les sommes algé- 
briques de ces projections sont exactement nulles. 

Ces petits chemins arbitraires se nomment des vitesses virtuelles ^ bien que 

ce ne soient pas réellement des vitesses; et les éléments de travail dus à chacun 

a de ces déplacements ont reçu le nom de moments virtuels. La qualification de 

virtuel signifie ici qu'il s'agit , non des mouvements réellement existants , mais 

de mouvements hypothétiques dont il suffit de concevoir la possibilité. 

On peut donc dire : que des forces appliquées à un même point matériel 
sont en équilibre j lorsque les sommes algébriques de leurs éléments de tra- 
vail sont nulles , pour trois déplacements quelconques^ infiniment petits ; ou, 
en d'autres termes, lorsque les sommes algébriques des moments virtuels sont 
nulles, pour trois mouvements virtuels différents. 

Cest en cela que consiste ce qu'on appelle le principe des vitesses virtuelles. 
Nous ne le donnons ici que parce qu'il se représentera plus tard pour toute 
espèce d'équilibre de systèmes plus compliqués, et qu'il est bon de le voir 
d'abord dans un cas simple, quoiqu'il n'ait là que Tavantage de faire connaître 
le sens des termes qui servent à son énoncé. Dans le cas qui nous occupe, ce 
principe n'est, à bien prendre , qu'une autre manière d'énoncer que Ta résultante 
des forces considérées est nulle. 

Il fournit trois équations ou conditions nécessaires et suffisantes pour l'équi- 
libre. Eln effet , en supprimant dans chaque somme d'éléments de travail qui 
est nulle, Télément de chemin, ou la vitesse virtuelle, qui se trouve facteur 
commun , on retombe sur les trois équations qui expriment que tes sommes 
algébriques des projections des forces sont nulles dans trois directions différentes. 

Du travail du à Faction mutuelle de deux points matériels. 

33. — Lorsque Ton veut passer de la considération d'un point matériel à celle 
d'un système de points, et, à plus forte raison, d'une machine quelconque, 
pour en étudier le mouvement ou l'équilibre, on est obligé d'avoir recours au 
principe de l'égalité entre l'action et la réaction. 

Nous avons déjà eu occasion d'invoquer ce principe, par anticipation, quand 
nous avons parlé du mouvement d'un point sur une courbe matérielle sur la- 
quelle il est assujetti à glisser (:ii). On se rappelle que nous avons admis dans 
cette question que, si deux corps se pressent mutuellement, l'action que l'un 
de ces corps exerce sur l'autre est égale et directement opposée à celle que 



— 63 — 

celui-ci exerce il son tour sur le premier. Cette vérité expérimentale n'est 
qu'une conséquence du principe de l'égalité entre l'action et la réaolk>n de deux 
molécules voisines , principe que l'on peut énoncer de cette manière : 

Si deux points matériels m et m' agissent F un sur [autre par attraction 
ou répulsion p Faction de w! sur m étant une force R dirigée suivant la 
droite mm', T action de m sur m' sera une force égale à R , dirigée également 
suivant la droite mm', mais en sens contraire de la première. 

On conçoit qu'une loi de celte nature ne puisse être vérifiée directement par 
l'expérience ; mais on est conduit à l'admettre , par l'accord constant qui se 
manifeste entre les conséquences théoriques qui en dérivent , et l'observation 
des phénomènes mécaniques qui se passent chaque jour sous nos yeux. 

34* — Gomme première conséquence de ce principe 1 nous allons faire voir 
que, si r désigne la distance variable de deux points matériels m et m', 
exerçant tun sur t autre des actions égales et opposées représentées par R 
et agissant dans la direction de la ligne mm' qui joint ces points; la somme 
des quantités de travail^ tant moteur que résistant j telle qiûeUe doit entrer 
dans C équation des forces vives j se réduit toujours à /Rdr: cette intégrale 
étant positive ou négative , c'est-^-dire le travail total devant être considéré 
comme moteur ou comme résistant^ suivant que , dans le mouvement des 
deux points , P accroissement dr ^e sera produit dans le sens de Faction 
de R ou en sens opposé. 

Pour cela , il est nécessaire d'établir un lemme préliminaire , qui consiste en 
ce que : la somme des quantités de travail dues aux deux actions mutuelles, 
ne change pas si les deux points, en outre de leur mouvement relatif, sont 
animés d'un mouvement commun , ou d'un mouvement perpendiculaire à la 
direction de la droite mm' qui les joint , ou , ce qui revient au même, d'un 
mouvement de rotation autour d'un point de cette droite. 

En ^et : nous avons vu (aS) que dans le calcul du travail on peut remplacer 
le chemin élémentaire par la somme de ses composantes, et que, par consé- 
quent, lorsqu'un point matériel est animé dél^lusieurs mouvements simultanés, 
le travail élémentaire absolu s'obtient en faisant la somme des travaux élémen- 
taires calculés dans chaque mouvement partiel. Dans le cas particulier qui nous 
occupe, il fendrait dcme, au travail élémentaire calculé dans la seule hypothèse 
du mouvement relatif des deux points, ajouter le travail élémentaire calculé 
dans chacun des mouvements dont on les suppose en outre animés. 
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Or, s'il s'agit cTabord d'ui| mouvement commun aux deux points m et m% 
les diemins^lémentaires décrits étant ^ux, parallèles et dirigés dans le même 
sens 9 et les forces R étant égales et dirigées en sens opposé , les éléments de 
travail correspondants à ce mouvement seront deux à deux égaux et de signe 
contraire , et leur somme , telle qu'elle doit être introduite dans Téquation des 
forces vives, sera exactement nulle. 

En second lieu^ s'il s'agit d'un mouvement où les deux points m et m' se- 
raient animés de vitesses perpendiculaires à la droite mnij ou si l'on veut , d'un 
monvement de rotation autour d'un point de cette droite, les éléments de tra* 
. vail seront constamment nuls, puisque la projection d'une force sur une droite 
qui lui est perpendiculaire est nulle. La somme des quantités de travail dues 
à ce mouvement sera donc nulle elle-même. 

Gda posé , pour revenir à l'évaluation du travail dû aux deux actions mu- 
tuelles R, que ces deux points m et ni exercent l'un sur l'autre pendant leur 
mouvement, nous pourrons ^ sans l'altérer^ leur donner d'abord un mouvement 
commun précisément égal et opposé k celui de l'un d'entre eux, m paf exemple. 
Par ce moyen le point m sera réduit au repos, et le point m pourra être con- 
sidéré comme animé de deux mouvements : l'un , en vertu duquel il s'éloigne 
on se rapproche du point m suivant la droite mmi qui les joint; rautre,.en 
vertu duquel cette droite dle*même tourna autour du point m devenu fixe. . 

Donnons maintenant au point m' un mouvement supplémentaire précisé- 
ment égal et contraire k celui en vertu duquel la droite mni tourne autour du 
point m. Ce mouvem^rît supplémentaire étant dirigé perpendiculairement à la 
droite nrnil^ le travail ne sera point altéré ; et la droite mni étant devenue im- 
mobile\ le point fri ne sera plus animé que d'un mouvement rectiligne suivant 
celte droite. L'élément de travail se réduira donc à Yidr , le signe de cet élément 
étant positif si le chemin i2r a été décrit dansle sens de la force Rqui représente 
ici l'action de m sui: m\ et négatif si ce petit ch^oain a été décrit en sens con- 
traire. Le travail total pour unensertaine durée du mouvement sera donc fBdr^ 
rintégj/rale étant prise pour cette 4hrée. 

Une remarque importante k faire, c'est que^ si^ nuJgré les variations partielles 
q«e r a pu éprouver pendant le mouvement^ cette distance est redevenue la 
même s^ès une certaine durée, et que la force R soit uniquement fonctioin 
de r, l'intégrale relative k cette duréç se composera d'éléments qui seront deux 
à deux égaux et de signe contraire» puisque la forœ ne varie, par hypothèse , 
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qu*avec la distance r; et la valeur totale de cette intégrale sera nulle. Ainsi 
non*seulement le travail dû aux actions moléculaires est toujours nul quand la 
distance rest constante; mais, quand après avofr varié, cette distance reprend 
la même valeur, le travail dû aux actions moléculaires est encore nul. 



CHAPITRE II. 



Du mouvement et un corps solide. 

35. — On considère aujourd'hui les corps comme des réunions de molécules 
disjointes , mais exerçant les unes sur les autres des actions mutuelles. Cette 
hypothèse conduit k des lois simples sur le mouvement et l'équilibre des corps; 
et les conséquences déduites de ces lois théoriques sont confirmées par l'obser- 
vation. 

Nous supposerons que les molécules d'up corps soient soumises à l'action de mSîiSn^^o^îrttiii^to» 
différentes forces extérieures, telles que leur poids, et en outre à des actions wîwi?^""*"* ^^" **^* 
provenant du contact du corps que l'on considère avec d'autres , ces dernières 
forces n'agissant que sur une« partie des molécules des corps en contact, situées 
à la surface de ces corps ^ ou à une très-petite distance de cette surface. 

Pendant le mouvement du corps, chacune de ces molécules pourra être re- 
gardée comme un point matériel entièrement libre , si , outre les forces indi- 
quées ci-dessus qui peuvent lui être appliquées, on considère encore les actions 
que les molécules voisines exercent sur elle. Nous désignerons ces dernières 
actions par le nom àe forces intérieures mutuelles , parce que, en vertu de 
l'égaKté entre l'action et la réaction, ces forces peuvent se grouper, comme nous 
avons déjà eu occasion de le dire, par deux forces égales et agissant en sens 
contraire. ^ 

En ayant donc égard à toutes les forces tant intérieures qu'extérieures, qui 
lussent sur une molécule dont le poids est p , on pourra lui appliquer l'équa- 
tioB des forcés vives, telle qu'elle a été établie au n* !i3, 



p-^-p^-'-r^'^'-'f^'''' 



T 
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Si Toû pose une série d'équations semblables pour toutes les molécules du corps^' 
et qu'on les ajoute membre à membre, on aura 

les signes 2 du second membre s'étendant maintenant non-seulement au travail 
de toutes les composantes taugentielles des forces qui agissent sur chaque mo-' 
lécule , mais encore à toutes les molécules. 

Dans ce second membre entrent d'une part les quantités de travail dues aut 
forces extérieures , et de l'autre celles qui sont dues aux seules forces inté- 
rieures ou mutuelles. Or, dans l'hjpothèse d'un corps solide, lorsque les 
distances mutuelles de ses molécules demeurent invariables^ les sommes de 
quantités de travail dues à ces forces mutuelles sont nulles, ainsi que nous 
l'avons établi au n"* 34* Il ne restera donc, dans le second membre de l'équation 
des forces vives, que les quantités de travail dues aux forces extérieures , telles 
que les poids des molécules, et les actions des molécules extérieures des corps 
en: contact avec celui que Ton considère. 

Nous reviendrons plus loin sut la possibilité et sur les moyens de calculer 
les quantités de travail dues à ces dernières forces; pour le moment, il nous 
suffira d'avoir établi ce principe : que, dans le mouvement dun corps solide ^^ 
dont les molécules restent à des distances invariables les unes des autres^ 
le principe de la transmission du travail a lieu comme pour un point isdlè ; 
c'est-à-dire que F accroissement de la somme des forces vives j entre deux 
instants quelconques du mouvement , est égale à la différence entre le tra* 
vail moteur et le travail résistant dus aux forces extérieures qui agissent 
sur le corps. 
- ^^^^ 36. — Lorsqu'on a pour but de déteraiiner complètement le mouvement 

3^ '■■ ^^^ ••"^ du corp» solide, l'équation des forces vives, qui renferme l'éapncé précédent, 
ne suffit pa4 en général pour résoudre le problème. Si Ton conçoit, en cffiet, 
trois axœ rectangulaires des or, des^ et desz, invariablement liés avec le oc^rpa, 
il faudra, pour que le mouvement de ce corps so^t complètement détenoîiié, 
connaître à chiique instant la direction de ces axes mobiles, par rapport i| lUois 
axes fixes des x, des^. et des z,, ainsi que la position de l'origine mpbilç pdir 
rapport à ces mêmes axes fixes. Or cette connaissance suppose celle des valeurs 
de six quantités variables : les trois premières sont les coordonnées de l'origine 
mobile; les trois autres seront, si l'on veut, l'angle 9 que fait le plan mobile 
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des xy avec le plan fixe des ^./,t l'angle e que fait leur intersection avec Taie 
des jc:, et Fangle ^ que fait cette même intersection avec l'axe des x^. 

On peut faire voir d'une autre manière, que^ la position de l'origine mobile 
étant déterminée I la direction des axes mobiles ne dépend plus que de trois 
variables. Car les cosinus des angles que les axes mobiles font avec les axes fixes 
étant au nombre de neuf, et étant liés entre eux par les six relations posées au 
n"" a8, il ne reste plus que trois d'entre eux à déterminer. 

La position du corps dépendant ainsi de six variables , la connaissance com- 
plète de son mouvement exige six équations propres à donner les valeurs de 
ces six variables en fonction diï temps. Dans l'analyse qui va suivre , pour sim- 
plifier la notation, nous remplacerons les variables jc. , j, , z, par jc , j, s , en 
nous rappelant que ces coordonnées se rapportent & un système d'axes fixes. 
Pour parvenir aux six équations dont nous venons de parler, nous remarquerons 
d'abord qu'en ayant égard aux forces intérieures , ce qui permet de regarder 
cbaque molécule comme entièrement libre , si p est le poids d'une quelconque 
de ces molécules, x^y^ ^ ses coordonnées par rapport à des axes fixes, F l'une 
quelconque des forces extérieures ou intérieures auxquelles elle est soumise, 
a , P, y les angles que fait la direction dç cette force avec les axes fixes , et u , 
Vi Tf', les composantes, suivant ces axes, de la vitesse de cette molécule; on 
pourra poser (17), 

p du 



g 



== ïFcos 2 , 
dt 



(D) /£.^=2Fcosp, 



8 



dw _, 
— 7-=2Fcos7. 
dt 



On peut remplacer ces trois équations par une équation unique susceptible 
de les reproduire séparément : pour cela il faut recourir à U notion des mou- 
vements virtuels. On concevra que la molécule prenne un déplacement très- 
petit i$ dans une direction quelconque, qui pourra être tout à fait différente 
de celle qu'elle prend réellement dans le mouvement dont nous nous occupons. 
On projettera sur la direction de is toutes les forces F ainsi que leur résulUnte, 
et Ton multipliera ces projections par l'élément is\ en d'autres termes on for- 
mer^ les moments virtuels , ou les éléments de travail virtuel qui résultent du 
petit déplacement is de la molécule. 
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Or, si l'on désigne par * l'accélération \/(^y + (J)' +($)\ due k la 

force qui produirait seule le mouyement qui a lieu , et que nous avons appelée' 

1 1 11 .1 p du p dtf n dw 

totale, laquelle a pour composantes suivant les axes "^^, - j- , ^ — ; la 

résultante des forces F sera cette force totale , et aura pour mesure le produit 
de la masse ~ de la molécule par cette accélération <!>. Ainsi, en désignant par 
(*3^) l'angle de l'accélération ou de la force totale F avec la direction du 

déplacement iSy et par (Fds) l'angle d'une de ces forces F avec cette même di- 
rection, on aura, en vertu du principe des vitesses virtuelles (3a) : 

^ . «cos (*^5) .^5 = 2Fcos(F^5) . 9s. 

En supprimant le facteur commun ds , et choisissant pour la direction arbi- 
traire de is f successivement celle de chaque axe , on retomberait sur les trois 
équations (D) , dont celle-ci est, pour ainsi dire, la génératrice. 

Concevons que l'on forme une équation semblable pour chaque molécule 
du corps, et qu'on ajoute ensuite membre à membre toutes ces équations; on 
îiura 

g 
le signe 2 du second membre s'étendant maintenant, non-seulement à toutes 
les forces F qui agissent sur une même molécule, mais encore à toutes les mo- 
lécules. C'est de cette équation que nous allons maintenant déduire les six 
équations qui nous sont nécessaires. 

Remarquons d'abord que ce qui précède s'applique à un système quelconque 
de molécules libres, et que pour cette raison les déplacements virtuels is sont 
restés complètement arbitraires, et peuvent être entièrement indépendants 
les uns des autres. Mais si nous voulons restreindre la question au cas où il 
s'agit d*un corps solide, et si nous convenons de restreindre en même temps les 
déplacements à ceux qui sont compatibles avec cet état de solidité du corps , 
ou d'invariabilité des distances mutuelles des molécules , tous les éléments de 
travail virtuel dus aux actions intérieures disparaitit>nt (34) , et il ne restera 
que ceux qui sont relatifs aux forces extérieures. Ainsi le principe des vitesses 
victuelles s'applique en ne considérant que ces forces. 
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Qa déduit de ^équation géfiéralë (E) une équation particulière fort simple , 
eu choisissant un déplacAnent . virtuel qui ' fasse avancer toutes ces molé- 
cules d'une même quantité infiniment petite isy parallèlement à un axe 
quelconque , par exemple k Taxe des x. L'accélération $ étant alors projetée 

sur Taxe des x, cette projection est -- ; Vangle (F8s) devient «, et en suppri- 
mant le facteur is , il vient 

p du _ 

g dt 

le signe 2 du second membre s'étendant ici à toutes les forces extérieures qui 
agissent sur une même molécule , et à toutes les molécules. 

En opérant de la même manière par rapport aux trois axes, on obtient les 
trois équations : 



(F) 



On serait d'ailleurs parvenu directement à ces équations en écrivant pour 
chaque molécule une suite d'équations semblables aux équations (D), et en les 
ajoutant membre à membre. Si nous avons introduit la considération des dé- 
placements virtuels , c'est uniquement pour préparer à cette considération dans 
un cas plus compliqué où elle a de l'avantage. 

En se rappelant que la force ^.$, qui a pour composantes suivant les axes 

o 
p du p dif p dw « 1 >• 

5F' di' 1t '^^ précisément ce que nous avons nommé la/orce 

totale (20) , on pourra énoncer les équations (F) qui précèdent, en disant que 
les sommes des projections des forces extérieures sur trois axes rectangu- 
laires sont égales aux sommes des projections des forces totales sur les 
mêmes axes. . 

On déduit encore de l'équation (E) une forme d'équations siinple, emchoi^ 
sissant un déplacement virtuel résultant d'une rotation infiniment petite autour 
d'une ligne quelconque; autour de l'axe des x par exemple. 

Si Von désigne par dip l'angle infiniment petit, décrit dans cette rotation par la 



perpendiculaire r abaissée d'une molécule quelconque du système sur l'axç de 
rotation , on aura, pour l'élément de travail virtueMû à une force F appUquée 
à cette molécule, 

Fcos(F*f).r^, • ' 

et Téquatiou (E) deviendra 

2 ^ . *cos(*af) . r^ = lFcos(Fis) . r^. 

Le facteur ^ étant commun à tous les termes , puisqu'il s'agit de la rotation 
d'un corps solide autour d'un axe, on aura , en supprimant ce facteur, 

(G) 2^ .*co8(*&) .r = 2Fcos(W5) .r. 

On. obtiendrait deux autres équations de forme semblable, mais réellement 
difiërentes, en considérant des mouvements virtueb de rotation autour de deux 
autres axes. On arrive donc ainsi aux six équations nécessaires à la détermina- 
tion complète du mouvement du corps. 

Si une force est décomposée en deux autres rectangulaires, l'une située dans 
un plan passant par l'axe, et l'autre perpendiculaire à ce plan ; cette dernière est 

exprimée par Fcos(Fd^), puisque sa direction est celle de is. Cela posé, on 
nomme en Mécanique moment d'une /orce par rapport à un axe j le produit 
de cette dernière composante perpendiculaire à l'axe par sa distance à ce même 
axe. Or , la direction de ds qui est celle de cette composante , étant perpendicu- 
laire au rayon r, ce rayon mesure sa distance à l'axe de rotation qui lui est 

perpendiculaire; le produit Fcos(F35).r est donc ^ d'après la définition qui 
précède, le moment de la force F par rapport à l'axe de rotation. Les trois 
équations réunies sous la forme (G) peuvent donc s'énoncer en disant que les 
sommes des moments des forces extérieures par rapport à trois axes rec- 
tangulaires sont égales aux sommes des^ moments des forces totales par 
rapport aux mêmes axes. 

Pour achever de résoudre le problème qui nous occupe, il ne resterait plus 
qu'à exprimer les quantités u^ i', w, etc., en fonction des six variables d'où 
dépend le mouvement du système, savoir: des coordonnées de l'origine mo- 
bile , et des trois angles 9 , e, x qui déterminent la direction des axes mobiles, 
par rapport aux axes fixes ; puis à intégrer les six éqtrations diflFérentielles qu'on 
obtiendrait entre le temps et les différenlielles de ces six variables, et à déter- 
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^ miner les eonsnntes arbitraires par les conditioA relatives à Tëtat initial^ que 

ToD suppose conniu • jj/ " \ '^ 

Les six variables dont flous parlons étant ainsi données en fonction dci^lett'ps 

par un même nombre d'équÀions distinctes , la position du système à cbaquè 

instant serait complètement déterminée. Il en résulte que toute autre équation 

que Ton pourrait déduire de l'équation (E) par le choix de nouveaux déj^ace- 

ments virtuels , devrait nécessairement rentrer dans Tune des équations (F) et . ^ 

(G) y ou pouvoir se déduire de leur combinaison. « ^ . 

37.— < Lés équations (G) déduites de (E) par la considération d'un ntoi^ve* > ^ ** 
ment virtnd de rotation , peuvent être présentées sous une autre forme. 

On a vu, en eflfeti que dans le calcul des éléments de travail, on pouvait \ ^ 

remplacer le tmvaîl d'une résultante par la somme des quantités de travail de 
ses composantes. Si donc on représente par X, Y, Z, les composantes de la ^^ 
force F suivant les axes, et par iXyijTyiZf les accroissements infiniment petits <» ^> 

des coordonnées du point d'application de F, résultant du déplacement virtuel ^^ '^ 
que l'on Considère, Xdx, YijTf Ziz seront les éléments de travail des trois com- ^^ 
posantes , et l'on aura 

et, par une raison semblable, - ^ 7 de' 7 'dî ^^°^ '®* composantes de 
la force - ^, on aura 



»^ 
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Si l'on considère en premier lieu les déplacements virtuels r&ul|^t d'un'moi^ - 
vement de rotation autour de l'axe des z , d^/ étant toujours rangleiiq||bÎAiSpt 
petit, décrit par le rayon vecteiil r perpendiculaire ki l'axé; et Je n^oufv^ent 
aywt lieu de l'axe des x positifs vers l'aïe deS|^ positifs ,*on aura 

Ja = 0, 4>^ = (^5-«x*p, ^ = — ^^^=5-r^,*' -# 

puisque ^ et - , sont les cosinus des angles que le rayon r fait avec les a^â 

des X et def /, ou les sinus de ceux que ce rayon fait respectivement avec les 
axes des/ et des x; efis étant ^al à rAp. » 
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CS^apoiBé, l'équation ^È) deviendra . 
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p / d\f du\ " 



(H) 



et en considérant les moarements virtuels de rotation 
autour des deux autres axes, on trouverait de même 



•* 



p( dw dv\ „ 

» / du Av\ , _ 






Cette forme est celle sous laquelle on présente ordmairement le^trois équa- 
tions du mouvenaent qui expriment l'égalité entre les sommes des moments , 
des deux espèces de forces que Ton considère , savoir les forces extérieures et les 
forces totales, capables de produire sur chaque point, le mouvement qu'il prend 
réellement. Le problème sera complètement résolu par le système des équa- 
tions (F) et des équations (H), quand on aura exprimé les quantités u, Vy w^ 
Xfjr,Zf etc. y en fonction des six variables d*où dépend la position dif système. 

«)^#ur le mou. 38. — On désigne sous le nom de centre de gravité d'un système de points 
grtîîTéd'iycoîl^ttôiide^ïnatéri^^ un poiut moycu tel que, si Ç, tî, Ç sont ses coordonnées, et ^, 7, z 
celles d'un point matériel quelconque du système, ayant un poids p, on a 



Priii< 
Temtiit 



(à) 



t^^P^ — ^P^ r — ^P^ 



, équations qui, lorscfu^qjiycjipsse les dénom'mateurs, signifient que la somme de? 
i|»Qduits^*oir^^ en multipliant le poids de chaque point tnatériel par sa 
, djSf^kiCt à \%0k M plaqs coordonnés, est égale au poids total du systènro 
^nniHIfl^par ta distance du centre de gravité au même plan. 

9i^rair^i;^Qt9par U,^y, W, les complûtes de la vitesse du centre de 

, • gravké, cest4i«âr^e8* quantités ^i » di^ de* ^^^^^ ^ 



4k 

deàiéme 



dt ip y> 

ip 



d'où 



d'où 



dV du 

dV d» 

Â ^p=y-dt^ 



W=^d'oà 



dVf 



dw 



* * 
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et, en remarquant que Fona Fcosa = X, Fcospra Y, FcpsyssZ, leséqua- 
dons (F) deviendront 

(,) 'E^t^â, '^rt^rY, "^^'-J^^. 

^^ dt S ' dt g ^ dt s 



Ces équations sont ainsi ramenées à ne contenir que le^ trois; yari^^l^ft. U y^ 
y y W, ou les coordonnées (9 tii C dont celles-ci dérivent. On peoi les, jéjipncer 
en disant que : le centre de gravité du corps solide se meut comme le ferait^ 
un point matériel isolée ayant un poids égal au poids total du système ^ 'et 
soumis à toutes les forces extérieures ^ transportées en ce point parallèle^- 
ment à elles-mêmes* Ces équations sont en effet , de même forme que les 
équations (D) qui se rapportent au mouvement d'un seul point matériel. 

Nous verrons plus loin que le théorème que nous venons d'énoncer , n'est 
point particulier au mouvement d'un corps solide ; il s'étend en général à un 
fljfBtème de corps dans certaines conditions de liberté de mouvement. On le 
connaît sous la désignation de principe sur le mouvement du centre de gravité. 

On conclut de ce principe que lorsque le centre de gravité a un mouvement 
rectiligne et uniforme , lés forces extérieures doivent satisfaire aux conditions 
d'équilibre^ et que récipi'oquement quand ces conditions sont renoplies y le 
mouvement du centre de gravité est uniforme. Dans le premier cas, en effet , 
on sait que les premiers membres des équations (I)^ deviennent nuls, et alors les 
deuxièmes Tétant aussi, les équations expriment que la Résultante de toutes les 
forces extérieures transportées au centre de gravité est nulle , ou qu^ ces' finrces 
ainsi transportées se font mutnellemeiit équilibre. Dans le second cas- é(ft sont 
les deuxièmes membres qu'on sait être nub, et alovs les premier» }^é^t aussi , 
le centre de gravité a un mouvennent uniforme. 

On voit par la nature même des 'équations (h) qui donnent fii'coordonnées Ç, 
vi » C du centre de gravité, que ce point occupe une position fixe dans le corps. 
Loonqu'on aura, pour un instant donné, Ta position et la vitesse dete point, les 
équations (T) feront connaître cette position et cette' vitesse pour un instant 
quelconque. Pour connatere- complètement le mouvement du corps solide, il 
ne reste donc plus qu'à, déterminer le mouvement de rotation qu'il prend ^u- 
ta»r de son aestre de gravité. Sans entrer ici dans le détail de la résolution de 
ce problème, nous en ferqps sanlement sentir la possibilité. ^^ 



• ♦ 
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Pour cela y on peut d*abord changer les coordonnées x, jr^ z qui se rappor- 
tent à une origine fixe, en d'autres coordonnées x^y^ z qui se rapportent au 
centre de gravité pry pour origine d'un système d'^^^ mobiles parallèles aux 
premiers. Il suffira pour cela de remplacer x .jr^ z par Ç+x', n+j'y Ç+«', et 
M, u^ w par U+a', V-f-c/, W+V; en désignant par a', i/, w les compo- 
santes ^ivant les axes mobiles de la vitesse relative à ces axes. 

Le centre de gravité servant d'origine aux coordonnées x' /, z', on a , d'après 
les valeurs mêmes de ( , yj , C données par les équations (h) , 

Z/yj/sO, Ip/ssO^ Tp^ssOt 

et par suite, en difiërentiant par rapport au temps, 



d'où 



*Â=^' ^Â=^' V^=^0. 



A l'aide de ces relations et des équations (I) , les équations (H) se réduisent k 

Gonnnie elles ne contiennent plus aucune variable , se rapportant au centre de 
gravité ; mais seulement celles qui se rapportent aux axes mobiles passant par 
ce centr^, elles expriment que le mouvement autour du centre de granté se 
détermine comme si ce centre était fixe. 

n faudrait maintenant, dans ces équations, exprimer toutes les variables, qui 
sont en nombre triple de celui des molécules, au moyen de trois quantités 
indépendantes capables de fixer la position du corps; tels seraient, par exemple , 
les trois angles 0, e, x dont nous avons déjà parlé. Cette analyse étant un peu 
compliquée, nous ne la donnerons pas ici. H suffit, pour ce qui nous sera né- 
cessaire par la suite, d'avoir établi que le mouvement du corps dépend de la 
détermination de six variables en fonction du temps au moyen des six équa* 
tions (I) et (J). ' ' 
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Nous remarquerons en terminant^ que le mouvement de rotation autoi^^u 
centre de gravité , exprimé par les équations (J) ne changerait pas si Fon in- 
troduisait dans le système des forces passantpar ce centre. Gela résulte de la 
forme même des seconds membres de ces équations et de ce que les coordon- 
nées du centre de gravité, auquel on supposerait les nouvelles forces appliquées, 
sont nulles par rapport aux axes des ai ^ y^ z\ On en conclut que le mouve- 
ment relatif de rotation autour du centre de gravité ne changerait pas si Ion 
venait à appliquer à ce centre des forces capables de le réduire au repos. 

De r équilibre et de t équivalence des forces appliquées à un corps solide. 

3g.-.. On dit que des forces appliquées à Uli corps solide sont en équilibre > 
quand elles ne peuvent ni donner aucun mouvement à ce corpa supposé en repos 
ni modifier le mouvement qu'il posséderait déjà , ou qu'il pijendrait sous Fac- 
tion d'autres forces. 

Considérons le cas le plus général, celui où le corps serait déjà animé d'un 
certain mouvement ; et concevons qu'on applique à ce corps un nouveau sys- 
tème de forces* Désignons par F, l'une quelconque d'entre elles et par X, , Y, , 
Z, ses composantes suivant lea axes. Ces forces devront être introduites dans les 
seconds membres des équations (F) et (H) ou (J), qui exprimeront alors le mou- 
vement du corps sous Faction des forces primitives et des forces introduites F.. 
Or, si Fon veut que ce mouvement soit identique avec le mouvement primitif, 
c'est4i-dire, d'après la définition, que les forces F. soient en équilibre, il faudra 
et ilsuffira que les sommes relatives à ces forces disparaissent d'elles-mêmes 
dans les seconds membres des équations citées , ce qui fournit ces six conditions 

2X.=:0, 2Y. «0, 2Z,= 0, 

^(xYr^^ii =s 0, 2(rz.— «Y.) = a, 2(»x, — xzj = o. 

Elles sont nécessaires et suffisantes pour l'équilibre des forces F,. 

On peut pour simplifier la notation , effacer les indices; et Fon aura , pour 
Féquilibre d'un système de foA^es F quelconques appliquées à un corps solide , 
les six relations 

ZX=rO, 2Y=0, 2Z=0, 

x(xY— ^X)s=:0, 2(rZ — »Y) = 0, 2(«X— xZ)=0. 

Les trois premières expriment que les sommes des composantes suivant 
tjvis axés rectangulaires ijuelconques sont nulles ^ ces composantes étant 

9 
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tOM|feir8 regardées comme positives quand elles sont dirigées dans un sens 
déterminé^ celui des coordonnées positives par exemple, et comme négatives 
quand elles sont dirigées dans le sens contraire* 

Pour énoncer simplement les trois dernières , on remarquera d'abord que 
Torigine des coordonnées x^jr^ % est quelconque. En second lieu, si Ton 
appelle ¥' la projection de la force F sur le plan de xy, H la distance de l'ori- 
gine à cette projection , et a Tangle de cette même projection avec Taxe des x, 
on aura 

X=Fco8a, Y= — Fsina, j: = résina, ^ss/'cosa, 

d'où Ton tire facilement 

>« — a:Y=FV. 

Or , Fr^ est le moment dé la force F par rappor| à Taxe des z* Cette quantité 
est égale en effet au produit de la distance r* de l'axe au point d^application 
de la force F, multiplié par la composante perpendiculaire au plan , passant 
par Taxe et par ce point d'application. Or nous avons déjà dit (36) que ce 
dernier produit prenait la dénomination de moment. Les quantités yZ — sY 
et zjL — xZ y prises avec un signe convenable sont par la même raison les 
moments de la force F par rapport à Taxe des x et à l'axe des jr. Les trois 
équations que nous cherchons à énoncer signifient donc que les sommes des 
moments des forces par rapport à trois axes rectangulaires y sont nulles 
quels que soient ces axes; ces moments étant r^rdés comme positifs, 
quand la force considérée tend à fiiire tourner dans un sens déterminé autour 
de l'axe auquel ces moments se rapportent, et comme négatifs quand la force 
tend à faire tourner en sens contraire. 

4o. — On dit que deux systèmes de forces appliquées successivement à un 
même corps , sont équivalents^ quand elles donnent ou pourraient donner à 
ce corps le même mouvement. Les conditions nécessaires et suflisantes pour que 
le mouvement soit le même, sont que les seconds membres des équations (1) et 
(H), qui déterminent le mouvement des corps^^ient égaux dans les deux cas. 
En désignant par X, Y, Z les composantes d'une quelconque des forces du 
premier système, et par X', Y', Z' l'une quelconque des forces du second 
système appliquée au point dont les coordonnées sont a/, /, z\ on a ainsi les 
relations suivantes : 

2X=ïX', 2Y = 2r, £Z=rzZ', 

2(.rT-.rX)*=2(j?Tr'-2'X'), î(j^z-zY)=:t(yr_«'r), 2(zX-xZ) = 2(xy-yz'). 
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Les trois premières équations indiquent que les sommes algébriques des 
composantes suivant les axes sont égales dans les deux systèmes; les trois der- 
nières expriment que les sommes des moments des forces par rapport à trois 
axes rectangulaires sont égales dans les deux systèmes. 

Les six équations du mouvement d'un corps solide a^ant été obtenues par la 
considération des vitesses virtuelles, il est clair qu*on aurait pu , parla même 
marche, arriver directement aux équations d'équilibre, ou aux équations d'é- 
quivalence. Si l'on veut, par exemple, obtenir de cette manière les équations 
d'équilibre^ on partira de l'équation générale (E) du n" 36, relative à l'équi- 
libre d'une molécule, et qui exprime que la somme des éléments de travail 
vîfCuel , ou des moments virtuels , des forces qui agissent sur cette molécule , 
est nulle. On écrira une suite d'équations semblables pour toutes les molécules, 
et on ajoutera ces équations membre à membre. On restreindra les mouvements 
virtuels à ceux qui sont compatibles avec Tétat solide du corps que Ton consi- 
dère; les éléments de travail virtuel dus aux forces moléculaires disparaîtront 
d'eux mêmes , et il ne restera que ceux qui sont dus aux forces extérieures. On 
choisira enfin , parmi les mouvements virtueb que peut prendre le corps solide, 
les trois mouvements infiniment petits de translation parallèlement aux axes , 
et de rotation autour de ces axes, et l'on arrivera aux six équations trouvées 
ci-dessus* 

Si Ton voulait employer la même naarche pour obtenir les équations d'équi- 
valence , il faudrait préalablement déduire de l'équation (£) citée , une condi- 
tion générale d'équivalence entre deux systèmes de' forces appliquées à une 
même molécule, ce qui se ferait comme au commencement de cet article ; on 
opérerait ensuite sur cette équation ainsi transformée, pour obtenir les six équa- 
tions d'équivalence, comme on opérerait sur l'équation (E) pour obtenir les 
six équations d'équilibre» 

4i. — On a souvent à considérer un système de forces parallèles qui sont Rétaïunu d'un ly» 
appliquées à un corps solide, et à déterminer la direction et la grandeur îe™*<!ÎniîrT«^forit 
d'une force unique équivalente à ce système de forces. J^Iîlu***' ''*°^" ^' 

Soit P l'une quelconque des forces parallèles, et R la force unique , équiva- 
lente au système dçi forces P , et que, pour cette raison, on nomme leur résul- 
tante. Désignons par a , ^ , y , les angles que la direction commune de ces forces 
P fait avec trois axes rectangulaires, et par a^b^c ceux que fait la résultante 
R avec ces mêmes axes. Les trois premières équations d'équivalence donneront 
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Rcosâ = 2Pco8ft, Rcosfr = 2Pcosp, R00iCt=2pC087. 

En général , parmi les forces P, les unes agissent dans un sens, les autres en 
sens contraire ; concevons que ce , |3 , y se rapportent à celles qui forment la plus 
grande somme; pour celles-là on devra écrire cosce, cos|3^ cosy; pour les 
autres on devra mettre au contraire — cosa, — cosjS, — cosy. Mais la valeur 
absolue de ces cosinus étant la même pour ces deux catégories de forces, on 
peut mettre cosa, cos0, cosy, hors du signe 2, en convenant de regarder 
comme positives celles des forces P qui agissent dans le sens de la plus grande 
somme, et comme négatives. celles qui agissent en sens contraire. On fiura ainsi 

Rcosâ = cosftXP, Roosfr = cos|92P, Rcosc = COSyZP, 

élevant au carré , et ajoutant , it vient 

R'=:(lP/ d'où R = 2P. 

Car on doit évidemment écarter la solution négative , introduite en élevant au 
carré. On trouve alors 

co8â = cosa, cosb = cosPj cosc 3= cosy. 

c'est-à-dire que la résultante R/aii avec lès axes les mêmes angles que les 
forces P , et leur est par conséquent parallèle y est de plus égale à leur 
somme algébrique, et de même sens que celles dont la somme absolue est 
la plus grande. 

Soient (,72, C les cooAlonnées d'un point quelconque, pris sur la direction 
de la résultante; les trois dernières conditions d'équivalence donneront 

(SRcôsfr— viRcosa) = l(xPcoèp — j^Pcosa), 
(yjRoostf — cRcosfr) =2trPco57 — «Pco«p), 

(çRcosa — (Rcosc) = 2(«P ces a — xPeosy), 
ou bien 

R(Sco6fr— ncosa) = cospiPjr — cosaïiy, 

" R(iicosc— Cc08fr)=cos72P^ — cospzPs, 

R (Çcosâ— {cosc) = eosccXPz —oobjÏPx. 

De ces trois équations, deux seulement sont indépendantes; la troisième, 
par exemple, peut Sje déduire des deux autres , en multipliant la première par 
cosc, ou son égal cosy, et la seconde par cosa, ou son égal cos a, ajoutant 
membre à membre, et divisant ensuite l'équation qui en résulte par cosfr , ou 
«on égal €08(3. Pour que la force R, dont l'intensité et la direction ont été 
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déterminées ci-dessus , soit complètement équivalente au système des forces P, 
il suffit donc qu elle passe par un point dont les coordonnées satisfassent à dçux 
•des équations qui précèdent. 

Ces équations sont identiquement satisfaites si Ton a les relations 

R5=iPj:, R>,=:2P^, RÇ=2Pz, 

et cela quelle que soit du reste la direction conunune des forces P et R. Le 
point dont les coordonnées l^ ny K sont données par ces formules , jouit, donc 
de cette propriété , que si les forces P appliquées toujours aux mêmes points, 
venaient à changer simultanément de direction en conservant leurs intensités 
et leur parallélisme^ leur résultante passerait encore par ce point. On lui 
donne pour cette raison le nom de centre des forces parallèles. 

Si les forces P sont les poids des molécules du corps , le centre des forces 
parallèles prend le nom de centre de gratuité. Ce point dont les coordonnées 
sont données par les formules 

_ iPx iPy _ iPz 

^""IP' ^'-IP' ^"^iP' 

puisque R= zP , est celui par lequel doit toujours passer la résultante des poids , 
si la direction de ceux-ci vient à cfaAnger par rapport au corps, ou^ ce qui re- 
vient au même , si la position du corps vient à changer par rapport à la^direc- 
tion verticale qui est celle de la pesanteur. Ces formules justifient la définition 
que nous avions déjà donnée du centre de gravité , lorsqiie nous avons eu besoin 
de le considérer uniquement comme un point géométrique , dont la position 
OTiit fixée par les formules ci-dessus. ^ ' . * ^ 

La somn^ iPx, qui forme le numérateur dé Ç, est ce que Von appelle la 
somme des moments des poids, par rapport au plan des jz ; la sommcMSP/ est 
de même, la somme des moments dés poids par rappK>rt au plàti des .j^z, et 
la dkmne 2Pz est la somme des moments ^ poids par rapport au plan 
desa^. ^ ^ 

Si le corps que l'on considère est homogène dans toute/ ses parties , de sorte 
que les poids de ses éléments soient proportionnels à leurs volumes, alors, en 
désignant par V le volume total du corps, et par du un élément infiniment 
ptlltde ce vjfdume; on pourra écrire 

ixdtf _ lydtf ^ _ TJLdv 

Ç =»— ^ > ^ y^t *• — y • 



Les sommes Xxdv^ ^jdvj Izdi^ , s'appellent les sommes des moments des 
éléments de yolume par rapport aux plans respectifs des j^z , des xz et des xj. 

Pour effectuer le calcul y on devra en général , remplacer di^ par le produit 
dxdjrdz y et les signes 2 par de triples signes d'intégrations relatives aux trois 
variables x, jr, z. Mais si Ton suppose, dans chaque formule , les deux pre- 
mières intégrations effectuées , que Ton nomme U^ 9 U^ , U^ les superficies des 
Sections faites dans le corps par des plans respectivement perpendiculaires aux 
axes des x y àesjr et des z, à des distances de l'origine marquées par x^ j et Zy 
on aura 

rX fY cZ 



5=— ^Ht , ^ = -'^'^r , Ç = 



les quantités Xo et X, ^o et Y, z^ et Z, limites des intégrales, étant les coor- 
données ou les distances à l'origine des plans qui limitent le corps.« 

Il ne faut pas perdre de vue que les coordonnées XyjyZ doivent entrer 
dans ces formules avec le signe qui leur convient. S'il arrivait, par exemple, 
que le plan des^z coupât le corps, pour la partie supérieure du plan z serait 
positif, tandis qu'il serait négatif pour tous les points situés dans la partie infé- 
rieure. 

Il résulte de là que si le plan des jrz partageait le corps en deux parties 
symétriques , les éléments TJ^dx se sépareraient en deux séries parfaitement 
égales, mais dont les signes seraient contraires, en sorte que l'intégrale 

'^ . . . 

IJ^dx et par suite ( se. réduiraient à zéro; c'est-à-dire que, dans ce cas , 

le centre de gravité serait dans le plan des j;s. 

En général , toutes les fois qu'un plan divisera le corps en deux parties sy- 
métriques, son centre de gravité sera dans ce plan; car on pourrait le prendre 
pour l'un des plans coordonnés,^ répéter les raisonnements ci-dessus. 

Si l'on connaît trois plans différents qui divisent ainsi le corps en deux parties 
symétriques, le centre de gravité devant se trouver sur chacun d'eux, sera évi- 
demment à leur intersection. ^^ ^l.' 

On a souvent à considérer des corps coimpris entre deux plans parallèles très- 
peu distants , et qui se réduisent à des feuilles d'une trë»-petite épaisseur. Pour 



I 
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déterminer le centre de gravite d*un pareil corps , on le considère comme 
n'ayant que deux dimensions. Si Ton prend par exemple , le plan du corps pour 
celui des xj , on aura simplement 



« = 






V étant la superficie du corps , U« et U les longueurs des sections feites dans 
cette superficie par des droites perpendiculaires aux axes respectifs des x et des 
y , à des distances de l'origine marquées par x et par j^; x» et X, 'jr^ et Y étant 
les distances à cette origine des parallèles aux axes qui limitent la superficie 
, du corps. 

Du mouvementé un système de corps solides , ou dune machine quelconque. 

4^* — On désigne en général sous le nom de machine un système de corps 
solides en contact , destiné à transmettre le travail des forces. Pour justifier et 
éclaircir à la fois cette définition , il est nécessaire d'étendre à un système de 
corps en contact les uns avec les autres , Téquation dite des forces vives qui 
renferme le principe de la transmission du travail. Si Ton considère en particu- 
lier Fun des corps dont la machine se compose, on aura comme nous l'avons 
vu (35), 

Le premier membre de cette équation exprime Taccroissement de la somme des 
forces vives de toutes les molécules du corps. Les forces qui entrent dans le 
second membre ne sont que les forces extérieures à ce corps; lorsque, toutefois, 
Goomie nous l'admettons ici» son mouvement s'opère sans que les distances 
respectives de ses molécules soient altérées. 

Si l'on écrit une suite d'équations semblables pour tous les corps qui com- 
posent la machine y et qu'on ajoute ces équations membre à membre, le premier 
membre de l'équation résultante exprimera l'accroissement de la somme des 
forces vives de toutes Ifp molécules de la machine; le second membre sera la 
somme des quantités de travail de toutes les forces extérieures à tous les corps 
qui la composent. 
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Cette somme peut se réduire quand on suppose, ainsi que nous le faisons, que 
le système de corps forme réellement une machine, c'est-è^ire que ces corps 
restent en contact , en réagissant les uns sur les autres pendant le mouvement. 

En effet , la réaction de deux corps en contact est due à l'ensemble des at- 
tractions ou des répulsions des molécules d'un corps sur celles de l'autre, les- 
quelles sont assez voisines pour agir effectivement entre elles. Considérons 
deux de ces molécules m et ni appartenant ainsi à deux corps différents en 
contact ; soit r la distance qui les sépare , R Faction mutuelle qu'elles exercent 
l'une sur l'autre, dr la variation de leur distance dans le temps infiniment 
petit dt^et ds l'élément décrit dans l'espace par l'une de ces molécules m , 
pendant le même temps. Le travail élémentaire de R, relatif au mouvement 
de m dans l'espace sera Kds. cos (Rds)^ et le travail élémentaire relatif à la 
variation de distance des molécules sera Kdr. Au bout du temps total pendant 
lequel s'exerce la réaction mutuelle de ces molécules , le travail total de R 
relatif au mouvement de m dans l'espace sera donc fRds.cos(Rds); et le 
travail total dû à la variation de distance sera fRdr. 

Mais , en observant ce qui se passe pendant ce temps , on voit que la distance 
r diminue de plus en plus, jusqu'à ce qu'elle atteigne un certain minimum, et 
commence dès lors à croître. Ce n'est ordinairement qu'aux environs de ce 
minimum, c'est-à-dire lorsque dr est très-petit, que la force Raune valeur 
appréciable. Il en résulte que l'intégrale fSidr est généralement très-petite 
par rapport à l'intégrale fRds.cos(Rds); et si l'on étend cette observation à 
toutes les molécules qui réagissent , on voit que Ip travail moléculaire dû aux 
deux actions mutuelles des molécules qui réagissent les unes sur les autres dans 
le voisinage du point de contact, est d'ordinaire très-petit par rapport au travail 
extérieur des forces qui agissent sur ce même corps en vertu de son contact 
avec d'amres corps , ou en vertu des actions analogues aux poids des molécules- 

L'intégrale fRdr sera rigoureusement nulle si la force mutuelle R n'est 
fonction que de la distance r; car ses éléments formeront alors deux groupes 
de termes égaux et de signe contraire. Bien qu'on ait tout lieu de croire qu'il 
en est ainsi, et que les forces R restent les mêmes quand les distances reviennent 
les mêmes, cependant les choses ne se passent pas comme si cela avait lieu. 
Mais nous verrons plus loin que cela tient à l'inexactitude de Fhypothèse que 
nous avons faite sur l'invariabilité des distances des mcUcules d'un même corps 
dans le voisinage des points de contact. 
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Noos revicodroos sur ces quaptilés de travail /Rd!r, quand nous aurons ^a^ 
aux ébraidemencs des. molécules d^un même corps. Pour le moment, comme 
nous nous tenons encore dans une conception plus, rationnelle que physique, 
BOUS supposerons que la force R n'ait de yaleur que lorsque d!r est sensiblement 
nul y et qu'ainsi le travail dû aux actions mùtueUes disparaisse. Cette hypothèse 
s'approchera d'ailleurs d'autant plus de la réalttéque les corps en contact seront 
moins snsceptiUes d'être ébranlés ou déformés dans le voisinage du conuict; ce 
qui revient à dire qu'ils seront plus durs et plus polis, puisque, ainsi que l'eipé- 
rience nous le inontre> c'est dans ce cas que les conséquences de cette suppo- 
sition deviennent plus approximativement exactes. 

Cela posé, Télément ïids. cosl^ds) pour une molécule m recevant l'action R 

d'une molécule m du corps oontigu, est ^1 en valeur à l'élément ïids\coe(Ei(u) > 
pour la mdécule ni de cet aufre corps, recevant Faction égale et opposée R de 
la molécule m. Puisque la aonmie des deux éléments doit être nulle, ou , en 
d'autrea termes,puisqu'à l'instant où la distance r, atteignant son minimum, ne 
varie plus saasiblement, il en résulte que le travail extérieur que reçoit chaque 
c(Mrps par son contact avec un autre , est égal à celui qu'il produit lui-même sur 
cet autre par le contact ;.seulemefit ces deux travaux sont de signe contraire. 
II en résulte qu'au travail résistant produit sur une machine par Faction des 
corps extérieurs, on peut substituer à volonté le travail moteur que ceux-ci 
reçoivent par Teffet de leur contact avec là machine. Cette proposition permet 
d^énoncer de la manière suivante l'équation derforces vives, ou de la transmis- 
sion du travail, pour une machine composée de corps solides , et dans laquelle 
les forces résistantes sont produites seulement par l'action de corps en contact, 
et dans laquelle on fait abstraction des actions moléculaires et conséquemment 
des frottements aux picnnts de contact. 

Dans toute machine en mouvenipnt , la différence entre le travail moteur 
développé par les forces extérieures pendant un certain temps; et le travail 
moteur transmis pendant le mime temps 4 des corps extérieurs , est égale 
à t accroissement des forces vamdes corfs dont la machine se compose- 

Nous reviendrons sur les conséquences de cet énoncé, quand nous aurons 
montré comment il s'applique à des corps dont les molécules peuvent être 
ébranlées. 

43- — Lorsqu'on fait abstraction du travail 'moléculaire développé par le 

10 
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coiitact des divers corps (pii composent uoe machine ^ la seule éqaation des 
fiarces vives suffit pour déterminer le mouvement qu'elle prendra sous faction 
de fixoeseztérieurefrdonnées, pourvu, toutefois , que ce mouvemoit ne puisse 
être que d'une seule eq>èoe; c'est-à-dire que la position rdadve des différentes 
pièces de la machine, ne dépende plus, que de la détermination d'une seule 
variable en fonction du temps. 
Mouvement du pendule. PouT en donucT uu excmplc, supposous qu'il s'agisse de déterminer le mou«* 
vement de rotation d'un corps pesant assujetti à tourner autour d'un axe fixe 
et horizontal , lequd est réalisé par un cylindre on arbre retenu à ses extré- 
mités dans deux collets cire ulaires. ' . 

Désignons par Fangle que fait, avec un plan fixe et vertical passant par Taxe, 
an plan mobile avec le corps, passant par l'axe de rotation du système et par 
s6n centre de gravité; ce point étant dioisi ici comme tout autre point du 
corps dont la position fixe par rapport â^ce corps serait exactement définie. 
Représentons par r la distance d'une des molécules du corps à l'axe, par p le 
poids de cette molécule , et par <f la vitesse angulaire, dont la valeur initiale est 
f^; la vitesse réelle de la molécule considérée étant (pr, l'équation des forces 
viv^ deviendra 

g ^ g ^ 

le second membre ayant la même signification que précédemment. 

Le feicteùr ^ ' est commun ii tous les termes de là première sonome 2 , et le 
lacteur cpo% ^ tous les termes de la seconde; on aura en mettant pour <f sa 

valeur ^, 

Le second membre se calcalera en fonction de Tangle 6 ; on peut donc ie 
repH^ésenter par/(0) , et Ton tirera de réqfction qui précède 






d'où ^ 







— 75 



Supposons que les forcés qui agissent sur le corps ne soient que les poids de 
ces molécules et que Taxe de rotation soit boriiontaL Si l'on d^igne'par p la 
distance du centre de gravité du corps b Taxe de roiatîon , on aura en re^ 
présentant par n le poids total 

fVds — ffds^ = np(cos« — oosOp) , 

9o étant la valeur de Tangle à l'origine du mouvement, à l'instant où la vitesse 
est nulle. On aura alors f = 0, en nième temps que 0==9.» et Féquation 
cÎKlessns deviendra 

Si l'on vettt le temps t depuis Torigine du mouvement jusqu à l'instant où le 
centre de gravité du corps est dans le plan vertical passant par l'axe , on devra 
faire 9=0, et l'on aura 






Si Fangle o, est très-petit , on pourra remplacer cosO—-co6 9, par — ^ — , et il 
viendra 

Ce temps est celui qu'emploie le centre de gravité du corps pour parvenir au 
j^vs bas de sa course; c*est le quart d'une oscillation. Le temps d'une demi- 
oscillation est 

Celui d'une oscillation entière , c'est-à-dire celui qui s'écoule depuis le départ . 
du corps jusqu'il ce qu'il soit revenu à sa première position, est 



g^ 
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MomeDi dineruc i^ Somme représentée par ^^r" se Bomme le mommt ctinertie du corjps, par 
rappon'à Faxeaûqpel répondent les distances r: c'est la somme des produits 
qu'on obtient en multipliant le poids de chaque élénient du corps par lé carré 
de sa distance à l'axe t cette quantité figure fréquemment dans la théorie des 
machines. On voit en eflSet , par les calculs qui précè4ent , qu'en la multipliant 

par —, c'est à-dire par la hauteur due à la vitesse (^ du point situé à l'unité 

• ^^ . ■ ■ 

de distance de l'axe, on obtient la force vive que possède, à un instant donné, 
le corps qui tourne avec cette vitesse. Cette quantité joue ainai, pour Févaluation 
de la force vive dans le mouvement de rotation , le même rôle que le poids du 
corps dans le mouvement de translation. 

On obtient la quantité Ipr^^ par lés méthodes que fournit le calcul intégral. 
Pour cda, on rapporte -ordinairement les différents points du corns à deux 
plans coordonnés rectangulaires passant par l'axe, et l'on remplace r" par la 
sonune x*+jr^]; x eijr étant les distances d'un point quelconque du corps à ces 
deux plans. On n'a plus alors à calculer qqe la somme 2p^*+,^jt>7^. Or, si 
l'on désigne par U et Y les aires des sections fiiitos dans le corps par des plans 
parallèles aux deux plans coordonnés , et conséquemment perpendiculaires aux 
coordonnées jp et/; on aura, s'il s'agit d'un corps continu dont la forme soit 
susceptible d'une définition mathématique , 

9 étant le poids de l'unité de volume du corps » et Xo , ^, » /« i /t 9 1^ coor- 
données qui limitent ce corps. 

On démontre fadlement que si^K désigne le moment d'inertie d'un corps par 
rapport à un axe qui passe par le centre de gravité, le moment d'inertie par 
rapport à un axe parallèle , situé à la distance p du premier , sera 

n étant le poids total du corps. * ^ * 

En effet , en supposant que les coordonnées x et / se rapportent à l'axè qui 
passent par le centre de gravité , et désignant par a et 6 , les coordonnées d'un 
point du nouvel axe , x — a et / — ^ 6 , seront celles d'un point quelconque du 
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oorps i par rapport à ce nouvel axe ; oor aura donc pour le moment d'inertie K 
par rapport à ce dernier axe , 

Le preipîer axe passant par le centre de gravité , on a par les propriétés de ce 
point (38), 

^l \Jxdx=0 et «I yr4K = 0i 
ces équations réduisent la précédente & 

Jjt. J^o Jj?^ Jj^. 

Ôr, OU a 

et 

La valeur de K' devient donc 

ou , en appelant p la distance du second axe au premier , 

ainsi cpie noua l'avons énoncé. 
1^ Il résulte de cette formule que de tous les moments d'inertie d'un même 
corps pris par rapport à des axes parallèles , le plus petit est cdui qui se rap- 
porte à l'axe passant par le centre de gravité. 

Le temps T de l'oscillation, entre les deux positions les plus écartées, 
délient en substitoant la demièié valeur du moment d'inertie , 



^.y/± + t^.\/ll 



g"p g 
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Si le corps fie réduit à des dimenriona irès^dtes, oomme fierait une balle 

K 

de plomb liée à Taxe par un fil l^er dont le poids soit hégBgeable, -r petit être 

négligé , et il reste 



La distance p est alors ce qu'on appelle la longueur du pendule sinifde. Lors- 
qu'il s'agit d'un corps de dimeoiiQiis un peu étendues, la longueur p est rem- 
placée par 

Ainsi , les oscillations se font dans le même temps que si le pendule se rédui- 
sait à une balle très-petite, suspendue à un fil d*une longueur ^ale à l'expres- 
sion ci-dessus , K étant, oonmie nous l'avons vu, le moment d'inertie calculé 
par rapport à un axe qui passe par le centre de gravité du corps, et p la distance 
de Taxe de suspension à ce centre de gravité. 

La quantité K est facile à calculer pour un parallélipipède rectangle dont les 
arêtes sont a^b^c^ Taxe étant parallèle à laréte c. On trouve 

K.Î^C«-+..= n(£±i:). 

Si l'axe est à une distance /delà êk^ qui a pour e|||és a et c ; on a 

Ainsi le moment d'inertie d'un parallâipipèdé rectaagfe , par rapport à un axe 
situé dans un plan qui le divise en deux parties égales, et qui est k \xm disUnce ^ 
/ d'une des bases ^est . 

...» 
Si a est très-petit par rapport à 6, on a sensiblement 



— 79 — 

et si /=90 , cette expreMion devient 

s 

Ce dernier résahat peut S'énonoer en disant qne le moment it inertie dune 
barre très'-mmce par rapport à un axe qui bu est perpendiculaire et qui 
passe à une de ses extrémités , est le mtme que si le tiers du poids Udela 
barre était placé comme un point pesant à C extrémité de cette batre, dont 
la longueur est ici représentée par b. 

Si Ton calcule le moment d'inertie d'un cylindre plein par rapport à son axe, 
on trouvera facilement qu'il est le mSme que si la moitié du poids total était 
placé en entier à la sur&ce courbe du cylindre. Ainsi , n étant le poids du 
cylindre et R son rayon, le moment d'inertie par rapport à son axe de figure 
p ris pour axede rotation est 

h-- ' 

Pour avoir le moment d'inertie d'une qphère , d'un rayon R » par rapport à 
un de ses diamètres , on calculera 

ir r^ Vx'dx + ^Ç yy4y, 

en partant de 

U = ic(R« — X*) et V = ir(R'— ^^ 

£n désignant ici par « le pt>ida de l'unité de volume , et par n le rapport de 
la circonférence au diamètre. Le poids total n de la sphère ayant pour expres- 
sion «vrirR?» on trouvera 

K'=rîiLRS • . 

c'est-à-dire que leimmient d'iiiertie est le même que si l'on plaçait les g du 
poids de b sphère à l'extrémité d'un rayon peqMmdiculaire k l'axe de rotation. 
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Nous reviendrons plus loin sur le mouvement de roialîoiif en ayant ^rd 
aux frottements. 

d a nonvement d'un ty^ 44* — Lorsque lemou vemen t d'ane madûne peut s'exécuter de plusieurs ma* 
m^hine qQXraone"^^ nières, c'est-ii-dire lorsqu'il faut déterminer plusieurs variables en fonction du 
menu.^"^ ^^^ ^^^^^' t^ups pouT fixcr à cbaque instant la position lelative de tfiis les corps dont elle 
se conipose , Téquation des fiirees vives ne snffit plus pour déterminer ces 
variables» On a recours alors à Remploi des.yitesaies virtnelles, o'est-rà-dire 
qu'on introduit la considération des éléments de ti^ivatt virtiids» ccHOume daM 
le mouvement d'un seul Corps. 

Reportonsrnous à l'équation. (£) du n** 36 , qui est relative k un mouvement 
virtud quelconque. Nous pourrons conmie nous l'avons déjà fait, restreindre 
d'abord les mouvements vîrtueb à ceux qui sont compatibles avec la supposi- 
tion où le corps , reste complètement solide pendant le déplacement virtuel , 
ce qui fera disparaître du secx>nd membre les actions mutudles dès molécules 
d'un même corps (34). 

Particularisons encore davantage les mouvements virtuels, en les choisissant 
de manière que les corps restent en contact parfait les uns avec les autres 
conmie l'exigent les combinaisons qui constituent la machine. Alors, si Ion 
admet que chaque action mutuelle R , qui s'exerce entre deux molécules appar- 
tenant. à deux corps différents , n'ait de valeur sensible que lorsque la distance r 
de ces molécules est très-voisine de scm minimum ,: et que, par conséquent dr 
soit nul ou négligeable; le produit Rdrsera lui-même constamment nul ou 
négligeable, et il en sera de même de l'intégrale fRdr. Les quantités de travail 
virtuel dues aux actions moléculaires qui s'exercent au contact disparaîtront 
donc du second membre de Féquation qui nous occupe, et il n'j-reBtera que 
les éléments dé travail virtnel das anx foéoes extériemres ao ejsième. ' ^^ 

Ce second membre sera, en général, calculable en fonction du temps; le 
premier membre contiendra les différentielles des vitesses, et les vitesses vir- 
tuelles de toutes les molécules. Or, en admettant la parfaite solidité de chaque 
corps, c'est-à-dire son invariabilité de forme , ces vitesses virtuelles auront entre 
elles de tels rapports géométriques qu'il sera possible de les exprimer , pour 
toutes les molécules de la nHttdiine, an moyen d'un cer^in iiombre d'entre 
elles , ou plus généralement, au moyen des différentieUes par rapport au temps 
d'un certain nombre de variables complétemeiat indépendantes; Et prenant 
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donc succesBivement autant de mouvements virtuels distincts qu'il sera néces- 
saire pour obtenir un nombre d'équations difiërentielles ^1 à celui des varia- 
bles; on en déduira par Tintégration , après une élimination préalable, la 
valeur <le chacune de ces variables en fonction du temps, et Ton déterminera 
les constantes arbitraires d'après le mouvement initial du système. On aura 
ainsi toutes les équations nécessaires et suflSsantes pour déterminer k diaque 
instant le mouvement des diverses parties de la machine. 

En général ,. dans les applications industrielles, on n'a pas à conndérer les 
machines où il y a ainsi plusieurs mouvements possibles; nous ne nous arrête- 
rons donc pas à en donner des exemples. 

De r équilibre et de téquivaknce dans un système de corps^ c'est-àr-dire une 

machine quelconque. 

45. — Les conditions d'équilibre d'un système de forces appliquées à une 
machine peuvent se déduire des équations diflférentielles de son mouvement; il 
suffit pour cela d'hier à zéro la somme des termes qui dépendent de ces forces 
dans les seconds membres de ces équations. En eflfet : pour aue ces forces soient 
en équilibre, il faut qu'elles ne puissent modifier en rien les iqouvements exis- 
tants; il faut donc que la suppression ou l'introduction 4e ces forces n'apporte 
aucun changement aux seconds membres de ces équations. 

A la vérité, les forces extérieures dont on considère Féquilibre , ont pour eflEet 
de développer, par suite du contact des corps, de nouvelles forces intérieures , 
de molécule à molécule; en sorte qu'il n'est pas en réalité indifiërent d'introduire 
ou de supprimer ces forces extérieures. Mais , il ne faut pas perdre de vue que 
nous raisonnons toujours dans l'hypothèse rationnelle où nous nous sommes 
plkcés précédemment^ et en vertu de laquelle les éléments de travail virtuel 
dus aux actions moléculaires disparaissent 

On peut donc dire, dans cette hypothèse, que l'équilibre des forces exté- 
rieures dans une machine quelconque, exige que, pour tous les mouvements 
que permet cette machine, les sommes des éléments de travail virtuel soient 
nulles. Ces conditions sont évidemment nécessaires ; elles sont aussi suflisantes, 
puisque , dès qu'elles ont lieu , les équations différentielles du mouvement et 
par suite ces mouvements restent les méme^, soit qu'on supprime ou qu'on 
introduise ces fondes ; ce qui , d'après la définition , indique qu'elles sont en 
équilibre. 

11 
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46,-^ Deux 3y3tèims dé forœs agimtot 9ur une nmokioe Mot dits éqiriva-* 
lents, lorsqu'ils produisent dm jwcHiveiaeats identiques. On Toit que cette écpii* 
valence aura lieu si, pour tous las mouTements que permet la machiiiei les 
soaunes des él^qimts de tinavail virtuel sont égales pour ces deux systèmes de 
forces ; car, si cette condîtioq est remplie, les seconds nsembres des équations 
différentielles dn mouvement seropt les mêmes pour les deux systèmes ^ et 
par conséquent y les mouvements produit^dana Ifp deux caa seiront identiques. 

Du principe de la transmission «(u travail dans U mouva^ment dun corps , 
en ajrant égard aux ébranUm^Us des molécules. 

47 •^'-^ Dinsoe qnt précède , nous avons supposé que les molécules d'un même 
corps restaient pendant tout le mouvement aux mêmes distances les unes des 
autres; et Ton a vu que cette hypotkèse faisait disparaître du calcul les quantités 
de travail dues aux actions mutuelles, et permettait d'exprimer toutes les vi- 
tesses des différentes molécules au moyen d*un petit nombre de variables indé- 
pendantes, et, le plus souvent, au moyen d*une seule. 

En réalité , les molécules des corps , même les plus solides sont ébranlées et 
animées par conséquent de vitesses relatives les unes par rapport aux autres. Ces 
vitesses se manifestent , p2r exemple, dans tous les corps qui rendent des sons 
par le frottement ou par le choc ; elles peuvent exister dans beaucoup d'autres 
circonstances où elles sont moins évidentes. Plus la physique fait de progrès, 
plus la considération des mouvements moléculaires devient indispensable 
pour expliquer une foule de phénomènes. On ne pourrait donc négliger cette 
considération dans Tétude de la mécanique, sans ôter aux principes leur ri- 
gueur, et sans en rendre Tapplication incertaine. Nous allons chercher à y avpir 
égard dans ce qui suit. 

La seule hypothèse que nous ferons pour étendre les principes précédem- 
ment établis au cas où les molécules sont ébranlées, consistera à admettre que 
les distances entre les molécules ne varient que de quantités fort petites com- 
parativement aux dimensions du corps , en sorte qu'on pourra toujours con- 
cevoir des plans coordonnés entraînés avec le corps , par rapport auxquels les 
coordonnées des molécules ne varient que de quanutés trèa-petites pendant 
le mouvement, bien que les vitesses relatives de ces molécules^ par rapporté 
ces plans puissent d'ailleurs être trë^randes. 
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II résulte de cette bjrpothëse que, pendant le mouvement, toutes les intégrales 
qui exprimeront les sommes des produits des poids des molécules par des fonc- 
tions de leurs coordonnées par rapport aux plans mobiles dont nous venons de 
parler, pourront être regardées comme constantes malgré les ébranlements des 
molécules; car les variations que ces ébranlements entraînent dans les valeurs 
de ces intégrales seront des infiniment petits par rapport à ces mêmes intégrales 
et pourront être négligées. 

Nous choisirons, pour les plans coordonnés mobiles auxquels nous rapporte- 
rons les mouvements vibratoires des molécules, des pkns qui aient un mouve- 
ment tel , qu*en supposant qu'à un instant quelconque les molécules cessent de 
vibrer et restent liées à ces plans en formant un corps solide qu*ils entraînent , 
on ait entre les vitcisses fictives dans cet état de solidité et celles qui ont réelle- 
ment lieu dans Tétat de vibration des molécules , les trois relations suivantes, 

dans lesquelles ^ > ~^ t "T" » dâqgnent les vitesses fictives pour le système 

solidifié , et n le poids d*une molécule quelconque : 

/ dje tLn\ ( dx dii\ 

x,/, z sont ici des coordonnées rapportées à des pkns fixas* 
Le niouvement que doivent prendre les plans mobiles k diaque instant pour 

satisfidre k ces équations , est ce que nous appelons mom^ement moyen. 
Nous remarquerons if abord que les équations ci-dessus auront lieu également 

si Ton prend pour orifpne le centre de gravité mobile du systènle. 
En ^fet, si (, D, C «mt lesôoordoniiées vàmbles du centre de gravité , et x, 

/, z les côoidonnées rapportéies k cette origine mobile, il sufiifa de remplacer 

les coordonnées précédentes par ^+Ç,7+ii, a-f-S, et de se rappeler que 

Forigine des nouvelles coordonnées x^ jr^z étant le centre de gravité oiême , 

on a à chaque instant 

xnraiO, zqjrao, XOS^bO, 

et par suite, en diflSImiîint par «apport an teïttps. 



(A) 
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dx dy dz 

(B) sn^=o. «1^ = 0, 2n^=0. 

Mais le œntre de gravité restant également centre de gravité du système pen* 
dant quMl se meut, comme un corp solide, on peut poser aussi 

(C) ïn^ = 0, xn^ = o, in^ = 0. 

En ayant égard aux équations (B) et (C) , les équations (A) qui définissent le 
mouvement moyen, aprèsqûWy a misx-f-(, /+fl» ^"t^C pour^, ff^f 
restent absolument de la même forme; on peut donc les regarder comme se 
rapportant à des plans qui, tout en conservant des directions, fixes, ont pour 
origine mobile le centre de gravité du système. 

Examinons maintenant quelques propriétés du mouvement moyen de rota- 
tion, tel qu il est défini par les équations (A), rapportées au cbntre de gravité 
mobile pris pour origine. 

Nous resterons d^s Fhypothèse que nous avons faite sur la nature des vi- 
brations: c'est-à-dire qpe nous admettrons quelles ne peuvent changer que très- 
peu les distances des molécules entre elles, ce qui permet de concevoir qu'à 
chaque instant les molécules sont très-peu écartées des positions qu'elles occu- 
peraient dans un corps solide parfaitement invariable dan» ses parties, et où il 
n'existe conséquemment aucune vibration. 

Désignons par jr, , ^, , z, les coordonnées fictives des positions qu'auraient les 
molécules dans un corps solide qui suivrait ainsi de très-près les molécules en 
vibration. Il est fiicile de voir qu'on pourra poser seùriblement à chaque instant 



xn 

(D) ] zn 






En effet, les premiers et les seconds membres de ces équations peuvent s'ex- 
primer au moyen des quantités/?^ ? > O J^i > ?« j ''« » V^^ déterminent à ahaque 
instant la position de Taxe instantané de rotation du système sdide, et la 
vitesse angulaire autour de cet axe, ainsi qu'on Ta établi à l'article a8. D'après 
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les formules de cet artiéle , on a 



dt 



ss^—ry 



de sorte que les équations CD) précédeates deviendroot trois équations sem- 
blables à la suivante : " . 

Or, les sommes sn^a^iN zlt^t/. » ete., étant par hypothèse sensiblement égales 
aux sommes zllr% ànxjr^ etc. , les équations (D) ci-dessus seront satisfaites par 
les égalités 

P—Pi^ ?=?.» '•='-.• 

Elles établissent que le mouvement moyen déterminé en v«nu de la définition 
même par les quantités j9, q, ty qui entrent dans les premiers membres des 
équations (A), aéra trèa-aensiblement celui da corps solide dont toutes les 
molécules s*écartent peu des molécules vibrantes et dont la rotation à chaque 
instant est déterminée par les quantités/»,» 9,» r, égales à leurs analogues p^q^r. 

On peut démontrer eotJjflftre que ce mouvement du corps solide dont les 
molécules ont pour coordobiiées or, ,^, , 2, , prend le mouvement quHl rece- 
vrait par la seule aoticm des forces qui agissent à Fextérieur du système vibrant, 
cest-à-dire des forces autres qpe les actions mutuelles des molécules qui font 
partie de ce ménie système. 

En effet, en vertu des équations (D) ci-dessus ^ les équations (A) qui défi- 
nissent le mouvement moyen ^ deviennent 
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Or, en diflPérentiant ces équations par rapport au temps, de la manière la 
plus complète dans les deux membres , pour que les dérivées soient bien égales, 
et en remarquant que ^, ,^o ^f appartenant à un même corps solide, d^x, 
est la même cbose que dx^^ puisque x, ne peut varier qu'en se rapportant 
exclusivement au même corps solide ; tm aura 

Faisons usage du principe de d'Alembert et de celui des vitesses virtuelles 
pour ayoir certaines équations de niouvement, dans le système en vibration. 
Prenons pour déplacements virtuels ceux qui résultent dS la supposition ou 
l'ensemble des molécules forme un système solide ; alors, en choisissant les 
mouvements de rotation de ce système autour des trois axes coordonnés qui 
paasest par le ceatK da gmviléi on aima 



(6) 






Dans les seconds membres, les foroies X, Y, Z sont uniquement celles qui 
proviennent des actions extérieures; caries moment» delà fi>rmé x\ — yK. 
sont nuls pour les deux actions mutuelles de deux lAolédtilës du méibe 
système , qui agissent Tune sur f au|r6. 

En comparant le» équations précédentes (P) «t (6) , on en tiré 



(B). 
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Mais l«s coordonnées x^/, z des molécules vibrantes diftcérant très peu de :cr., 
j',, z, , on pourra /dans ces dernières équations, femplacer dans les seconds 
membres x,Xt* par x,, jr., z,; ce qui donnera 






Ces équations se rapportent mamtenant au aeul système a^cle;dles détermi- 
nent son mouvement , lorsqu'il est soumis aux seules forces extérieures X , Y, 
Zy etc. Ainsi, le mouvement moyen de rotation que pous emploierons dans ce 
qui suit est celui d'un corps solide sans vibeationQ i 6t soumis aux forces exté- 
rieures qui agissent sur le système vibrant. Ce derpier mouvement est donc 
celui qu'on emploie dans la pratique » lorsqu'on ne. s'inquiète nullement des 
vibrations moléculaires. 

Hùm établiiOMmaîntMMoiiiae pvopiîété du moovément moyen de rotation^ 
qui n'j^ekipi'uMt déduction iounédiate de sa définilioa , omûs qui • l'ano^age 
de se préitnter sons imftfiDtnae qui nous «eta utile pour l%»ageque nous fisrons 
un ffm plus kiîn des jimm eeordoraés doués dree nouveaieiit moyen de 
rotation autour du centre de gravité du système. 

h^ équations (A) qui définissent le noufienaent moyeu peuvent- se mettre 
^us la forme 



(I) 



»['(t-^wtë-^)]=»' 



Si l'on désigne par •^. :^'f -3^1 >« vitesses relatives des molécules, par 

rappwt à des plans coordonnés cntraii|é3 avec un corps qui 
ment moyen; il est clair que les vitesses eflfectives dues aux 
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^,^,^,serontle8ré8ullante8davit««es^,^.;^. et des vitesses 
relatives^, -^,^. On aura donc • 

dx d^ ,drx ... dx tLx drf 

'dt~ it^ dt' dt dt dt 

dz d^ .d,* **»_*:? *f 

'Z^W'^'Â' ^ dt dt- 

Les ëquations (I) précédentes , peuvent dmic s'écrire «ainsi.; 

„ / dry drx\ • 

Désignons par x', /, z' les coordooiiéeB des molécules vibrantes rapportées à 
des plans coordonnés possédant le mourement nmyen et passant toojoar» par 
le centre de gravité mobile da système ; en représentant par c , & , e les cosinus 
des angles que font les aies 0idi>iles deaV, desy et des z' avec fax* fin des 
x; par a\ b', d les cosinus des jmgles que ces mêmes, axes mobilsA font avec 
avec Taxe des^ ; et par cP^ ll\ c les cosinus de ^«ix qu'ils font avec Vaxe des z; 
on aura par les propriétés des projections 

x=ajf '{'ky' +C7l, 

Difiërentiant/daus rhjpothèse où les niplécules ne seraient animées que de 
leurs vitesses relatives par rapport aux plans mobiles considérés comme 6xes, 
afy jr\ z varieront seuls dans les seconds membres, et Ton aura 

drx^ ûdx'+ bify'+ Cikf, 



Substituant ces valrars (Sans les équations (J) , on aura 

[a^b — V'a)ta[a/éfy'—ydafy\^[b"e -c"*)2n(yrf«'— z'^/y )-|-(c''û — a 'c)2n(x'rf:c'— x'i/*')=0 
ces équations donnent 

m{ydx—s{dy) = o, 

xn {^djif — jdd^) = 0. 

Si l'on eaiploie les coordonnées polaires dans les plans coordonnés, par 
exemgle dans le plan des a:' et desj , et qu'on pose ainsi 

* ■ ' 

on trouvera facilement que 

,dy, ,d£ .i» ^ 

Ainsi, comme \f^dl^ est la différentielle de Taire décrite par le rayon vecteur r 
qui va de Toii^ne à la position du point dont aé^ /, z sont les coordonnées , 
on voit ^e les équation (K) eiq[Mriment que, lorsqu'on rapporte les mouvements 
vilnatoires des molécules fc des plans coordonnés entraînés avec le système et 
ayant autour du centre 4e gravité | pris pour origine mobile, le mouvement 
que nous avon^ appelé moui^ement moyen de rotation ^ les sommes des pro- 
duits des masses parles différentielles des aires décrites dans les mouvements 
relatif par les projections sur ces plans coordonnées mobiles des rayons 
vecteurs menés du centre de gravité à tous les points du système , sont con- 
stamment nulles. 

Nous nous servirons plus loin de ce théorème , c'ést-i-dire des^quations (K) 
qui le fournissent ji pour dénaôntrer d'antres théorèmes plus importants, 

48* —^ Avant d'établir le principe dé la transmission du travail pour un en- 
semble de molécules en vibratic^n, il nous reste à démontrer une proposition 
préliminaire sur Févàluation de la force vive dans un parefl système. 

Soient toujours x\ f^ x! \fif coordonnées d'une molécule quelconque par 
rapport aux plans passant par le centre de gravité du corps , et animés du mou- 
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vement moyen. Soient x^ y,z les oDordonoées de cette même molécule, pat 
rapport à trois plans fixes; et (, n» C les coordonnées du centre de gravité par 
rapport à ces plans fixes. Conservant aux lettres a , 6, c , nV b\ c\a"y b\ c'\ la 
même signification que ci^essus; on aune 

Désignons encore par d« les différentielles prises dans le mouvaient moyen , 
c'est-k-cUre en ne faisant varier que les cosÎAiis A,bi c> a\ if^ c'y a"^ k', d'; 
par dr les différentielles prises en ae fi»ant varier que af^ jr'y %\ c'âs^Mlirei 
en supposant les molécules animées seulement de leurs vitesses relatives, par 
rapport aux plans mobiles. On aura par la théorie des projections 

Pour transformer l'expression, de la somme des forces vives , il faudra substi- 
tuer ces valeurs dans * . j» 



■aCïj+cf )■+(=)>** 



Mais, dn;C'\'d^^ exprimant la variatioa de dîMance de la molécule dont le 
poids e8t/> & un plan parallèle au plan iMjfZ et piassatit par le céAtre de gra- 
vité du corps , la sommé %p\d^x 4- d^), est ùûtté ëû vertu des propriékés de 
ce centre. Ainsi les termes s 

2z -, 22 ^ , 2î -^i— ' 

qui devraient entrer dans fexpressicHi de la fi>fcêl4vè après la stièsiitiilion dont 
nous venons de parler^ scmt nuls d'eux-^émes; en sor^<9t:^'il re^ra 
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Or, on a 

d^^ x'da-\-ydb+îfdc, 

d^ = ^dd<-\-y>dV-\- :idc\ 
et 

drX= adsif+ b4y'+edz!, 
dry = a'di'4. Vdy^t/d^, 

Les quantités a , b,c, a', i/, e'f a", hf, d' fooi aussi liées entre elles par les 
rela|ttDS 

6c4-yc'-f6"c"=0, 

bdb-^VâV-\-VdV'i=:ii, 
edc+tfdd -^-ifdd'^Q, 

éifc + y A' + é'di/' = — (crfft + c'rfy + c'rfft") , 
eda'^éd€/'^d'dd's±^(ade-^t/dtf'\.trdtf). 

Bo ayantigaïKl k cet relations» on trouve qu'en sul^stituant lei valeurs de 
dmXi'd^i dji, d^f drjr, d,z dans le deràier teranede respreanon de la force 
vive, lequd renfenné le» troi» pifodiûts djmdtV^ d^d,r^ dL^U» ce terme se 
réduit à . 

-\-%{cda^ddel-\-(i'd<i')xt,{3!ds^ — id^d). 



d'o& l'on t^ 



et 



-M* 



Mais, en vertu de la propriété du mouvement moyen, on a 

ip(ydj/^x'dy):=o^ ipl^dy'^ydz')=^o, i^(x'rfzr-.z'di/)=o, 

comme on Fa vu plus haut (47). Ainsi tout le dernier terme de Texpressioti 
de la force vive est nul , et l'on a simplement 



^ 

*" 



^ûo^c 



Cette équation renferme un théorème remarquable que Ton peut éno<||pwen 
disant : \,Que la somme des forces vives cCun système de molécules ^^^Is 
» que soient leurs ébranlements , peut se décomposer en trois parties ^ la 
» Jbrce vive' qu'auraient toutes les molécules transportées à leur centre de 
)> gravité ; 2"" la somme des forces vives qu* auraient ces mêmes molécules , 
» si dans la dispositmn relative les unes par rapport aux autres ^ ou elle^ se 
» trouvent f on supposait quelles formassent ainsi un corps solide auquel on 
» donnerait le mouvement mojren de rotation autour du centre de gravité; 
» 3® la somme des forces vives qiû auraient ces molécules en vertu des seules 
» vitesses relatives à des plans coordonnées possédant ce même mouvernéht 
» mojen de rotation. ». 

Dans ce qui , suit nous réunirons, pour abréger^ les deuxpremières parties des 
trois que nous venons de distinguer, et nous désigneiPOiis par mouvement 
mojren sans ajouter de rotation , l'ensemble des deux premiers mouvements , 
conséquenunent celui qui donne lieu à la force vite , qui eftt formée des deux 
premières parties en question. 

49* -^ Reprenons maintenant Féquatioh des forces vives pour un ensemble de 
molécules exerçant entre elles des actions mutuelles ^ et formant un cor|i8 dans 
lequel il pourra exister des ébranlements aussi rapides qu*on voudra. Nous dé- 
signerons par R Tune quelconque des actions entre deux molécules voisines, et 
par r la distance de ces molécules. Le travail dû à toutes .les actions mutuelles 
sera une somme de termes de la forme 
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On a vu que cette somme se réduit à zéro lorsque les molécules ne sont pas 
ébranlées; mais, dans le cas qui nous occupe , non-seulement cette scMnme n'est 
pas nulle , mais elle peut être très-considérable. Néanmoins comme on va le 
voir , on peut négliger Felisemble des termes semblables , c'est-à-dire qu'on peut 
ne pas tenir compte des vitesses de vibration des molécules, bien qu'elles 
puissent être très-sensibles. ^ 

Désignons comme à l'ordinaire, par P l'une des forces extérieures et mou- 
vantes qui sont appliquées i certaines molécules ou à toutes, et par P l'une 
des forces extérieures et résistantes. Eh écrivant Féquation des forces vives pour 
chaquf molécule et faisant la somme, on trouvera 

(Q) ïÇ - ï^* = iffds - ifVds+l/Rdr. 

Soient t^.» et i^r les vitesses d'une molécule quelconque dans le mouvement 
moyen et dans le mouvement relatif, lorsqu'il est rapporté à des pians possédant 
le mouvement doyen ; soit en outre Y la vitesse du centre de gravilé. En 
vertu du théorème démontré dans l'article précédent, on i 



Si le mouvement relatif n'existait pas , on aurait simplement 

• v ^ 

et le premier membre exprimerait alors la somme des forces vives dans le 
moovemrat moyen complet, c'est-à-dire en ayant égard à la translation aussi 
bien qu'à la rotation En se bornant donc à désigner par (/«, la vitesse d'une 
molécule dans ce mouvement moyen complet, on pourra écrire l'équation (R) 
sous, la forme 

dans laquelle on peut , si l'on veut , supprimer l'accent en se rappelant que v^ se 
rapporte alors au mouvement moyen total de translation et de rotation. Par 
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suhe TéqtiatieB ÇQ) pourra s'^crirb 

Si BOUB D0Q8 rqportims à TéquatioD des forces TÎves daos le mouvenieiit re- 
Idjfif (n? 3o)y en nommant drS Tare élémentaire décrit par une des molécules, 
dans ce nmiTement celalif» etp|ir P« la composante» suiyant cet élément, de 
la force qui serait capable de produire sur cette nQM)lécuIe, le mouvement 
qu'elle aurait si elle était liée iaf ariablement aux axes qui possèdent le mouve- 
ment moyen ; nous aurons 

Substituant la valeur du premier membre de cette équation (T) dans la précé. 
dente (S) , et rismplaçant ds par d^-^^drS^ il viendra 

(U) 2 ?^- 2^ = i/Vd^ -tfvd^^ ifvjL^. 

« 

Les termes provenant des actions mutuelles , ifRdt^, et ceux qui proviennent 
des vitesses relatives, ont ainsi diq>aru, etTon est conduit k ce théorème : 

fian^un ensemble de molécules ébranlées avec des vitesses rt^latwes aussi 
grandes qUon voudra , on peut appliquer le principe des/otces vwes ou de 
la transmission du travail^ en ne tenait compte que du mouvement moyen, 
sans avoir égard ni aux vitesses relatives des^ molécules , ni aux action^ 
mutuelles quelles exercent entre elles ^ bien que ces Jbrces puisfgnt dbn/ie% 
lieu par suite des ébranlements à des quantités de. travail trèsrsensibles ; U 
suffit pour cela d ajouter aux quantités de travail dues aux forces exté- 
rieures^ celles qui seraient dues, dune part^ à des forces fictives qui #e-r 
raient capables de produire sur chaque molécule » considérée comme libre^ le 
mouvement moyen , et dune autre ^ aux déplacements relatifs des nwlécules 
dont les positions seraient rapportées à des plans coordonnés possédant 
le mouvement moyen. 

5o. Nous allons faire voir maintenant que, toutes les fois que les molécules 
sont peu dérangées, de manière que les int^rales qui se rapportent à toute 
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rétondiM du eorps» ne farienl pas flefiôblemeiity b parlie du travail formant 
la' Gomction cpe nous Teoooa d'énoncer pour, passer du oaa où «a molécules ne 
sont pas ébranlées à celui oà elles le sont, partie qui eat exprimée par ^fP^drS, 
est négligeable; et qu'ainsi oh peut apfJiquer Téquation des forces vives, 
c'est-k-dire le principe de la transmission du travail, potir le mouvement 
moyen , ainsi qu'on le fait dans les -applications» sans que les mouvements vir 
bratoires des molécules, et les actions mutuelles qui les produisent doivent 
laisser aucune trace sepisible dans le calcul. 

Soient X« , Y«, Z« les composantes rectangulaires de la force dont P« est la 
composante dans le sens de drS , on aura 

d'où 

g 
g 
Les projections de d^ sur les mêmes axeà fixes sont 

adaf + btfy'-\-ed2!, 
d'dai-irVdy'-i^e'dd. 

L'élément de travaU P.rf^. étant égal à la somme des éléments de travail 
composants, il viendra 

g 
g 

e 

■■*■■■ 
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OU , en eflfectuant les multiplicatioDS et prenant les sommes des équauons sem- 
blables pour toutes les molécules du corps en mouvement; on aura en mettant 
en dehors d& signe 2» les facteurs qui ne dépendent pas d^s coordonnées rela- 
tives od^ fj z'j et restent les mêmes pour tous les points du corps , 

8 

+ (6rf»a4- Vdrd+Vë:él')l^jd4r 

^ K 

-{-(ciPa+ifitd + i/'d'af^iÇafib' 

g 

(V) / + {é<rft+ VéPb' '\'V'd?V)xtydai 

6 

g 
g 

g 
Pour simplifier ces valeurs, rappelons-nous qu'on a 



bd?b + bf<ebf + b"ttl/' =—(db*-\-db^-\- db"*) , 



et par suite 



Posons pour abréger 



bda-\-bfA^+l/'daf = hdt = ^{adb+a'db'-\.d'db") , 
edb-\.tfdbf^<f'dl/' =*A= — (Wc+ l/d</ + l/'dc"), 
ode -^de'+af'dt/' = ldt = —(eda +</da'+(fda"). 



\' 
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Nous aurons eu différendant 

bdra-\.U<ea!-\.b"d^(i'=:dhdt—{dbda + dyda'-^dl/'dà'), 
ctPb + cfd^tf -f ifd^V = dkdt— (dedb + defdb' + de"db^) , 
ad'c-\-a!d'(/ + e^'d'c" = dldt —(dade^ d<idd-^dei'dd'), 
aetb -f. a'tf 6'-j- a"<f 6" ——dhdt—{dadb+ d(idlf-\- dei'dV') , 
bd-e + bf d'if '{.Vd'c" =:— dkdt— (,dbde-{-db'd(f+db^dc/'). 
cd'a + c'd*d. + c"rf«a" =^ — dUt— (dcda + rfc'rfa + de''da ') ■ 

Introduisons ces valeurs dans l'équation (V) , il viendra 
if ,,4rsdt* = ^ld^-{-dtr-\-da!")i.^ a/dx' 

— (rfé» H-rfr+ d»")ï?ydy 
g 

g 

— (dadb-}-da'db'-\-da"dV) i ? (x'dy 4-ydjc') 

g 

+«&*& ï ^ {x'dy — ydj^) 

+ dkdt 2^ (^^z' — 2'rfy> 

Lorsqu'on prendra la somme 2P,ûU pour toutes les molécules du corps , 
comme les coordonnées x\ jr\ js! se rapportent aux plans ayant le mouvement 
moyen , on aura 

8 

l^'ix'dz'^ z'^) =0, 

i^ {Tfda/ — a/d:7!)=0, 
8 

13 
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(ï) 






r 



de 



(dbdc -\- dJbldd-\- dh "dd'\ 

de 



-n dt' ''" )^^''^'^ 



ce qui fera difiparattre les trois derniers termes de Texpression précédente. 
On pourra donc écrire : 

fdadb-^-dddU -{■dJ'dVx p , , 
Ainsi le terme de correction dont nous voulons apprécier la grandeur sera 

-/[(S)'+(^)"+œ>'^ 

j\ de ) '^ 

r/dbdc+ db'dff+d^dd\ pyz' 

_ r/ dadc+da'd€^+ da!'dc'\ ,. />zV 
V V ^^* / ^ 2^ 

D*après la supposition que les molécules s'écartent peu de leurs positions, par 
rapport aux plans qui ont les mouvements moyens , les sommes qui sont 
différentiées et aflfectées du signe 2 varient très-peu pendant le mouvement. 
Désignons Tune de ces sommes par A , et représentons par P le coefficient va- 
riable avec le temps qui la multiplie sous le signe /. Les intégrales seront dé la 
forme 



/ 



PrfA. 
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Soient t, et t. les limites prises pour le temps , et "P^Kf PfA. les valeurs de la 
quantité PA pour les limites de l'intégrale; on aura en intégrant par partie 



f ' P^A =P,A— PoA.— pArfP. 



P variant d'une manière continue, on peut toujours partager l'intégrale en un 
nombre fini et très-limité de parties pour lesqirelles dP ne change pas de 
signe. En désignant par A' une valeur moyenne de A , pour l'intervalle de t^k 
t^ y on aura en vertu de ce que dP ne change pas de signe 



j: 



AdP=A'(P—Po), 



mais A étant une quantité qui ne varie pas sensiblement en vertu de l'hypo- 
thèse que les molécules s'écartent très-peu de leurs positions primitives, on 
peut poser 

A, =Ao + «„ 
A' = A.+ «', 

a, et a! étant des quantités très-petites. 
Ainsi on aura 



j: 



' PrfA«P,(Ao+«.)-.P.A.-(A.+«')(P.-Po) 



= «.P.— a'(P— Po). 

Comme Ut et a' sont des quantités très-petites, il en sera de même de 

l'intégrale | ' PdA. Ainsi les six intégrales qui forment la valeur de lfPji;s 

sont toutes très-petites pour chaque durée du mouvement, pendant laquelle 
les différemtielles des quantités qui se rapportent au mouvement moyen , ne 
changent pas de signe. Comme on peut partager la durée du mouvement en 
un nombre fini d'intervalles semblables, il en résulte que JÏP^drS sera une 
quantité négligeable , lorsque les molécules se déplaceront très-peu par rapport 
à des plans , ayant le mouvement moyen. Ainsi , dans Cjette hypothèse , on peut 
énoncer le théorème suivant : 
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Lorsque les molécules (tun corps solide sont animées de vitesses relatives ^ 
les unes par rapport aux autres y si dans ces mouvements relatifs , elles ne 
s'écartent de leurs positions primitives que de distances très^petites y par 
rapport aux dimensions du corps y le principe de la transmission du travail, 
ou t équation des forces vives ^ a encore lieu, en ne considérant que les vitesses 
et les espaces décrits en vertu du seul mouvement moyen, 

5i. Considérons maintenant une machine quelconque , composée d'une cén- 

Principe de la Iran*- . i» i- i ji r -, , y , 

mission dn travail pour uiou de coFps solides juxtaposés pendant le mouvement. Le théorème quon 

une machine quetconque . i, . > !• i. i. ^» i« • ' i 

en artnt égard aux Vient d énoucer s appliquera à chaque corps en particuher ; mais au nombre 
froiiemenu j^ forccs extérieures qui doivent entrer dans les quantités de travail ifPa^s , 

il faudra mettre les actions mutuelles qui se produisent au contact des Jtt^ps 
entre les molécules voisines. ' '^^ 

Il n'en sera pas de ces actions comme de celles qui se développent entP||des 
molécules d'un même corps : elles ne disparaîtront pas de l'équation définitive 
des forces vives. Elles laisseront pour chaque contact et pour chaque corps un 
terme de la forme 

Ce terme peut encore s'écrire ifRd^r^ la diffîrentielle d^r, n'étant prise qu'en 
faisant mouvoir les molécules du corps. En ajoutant les équations des' forces 
vives pour ces deux corps, il suffira d'ajouter les deux différentielles d^r, pour 
les deux molécules qui produisent l'une sur l'autre l'action R , et la somme 
sera encore exprimée par 

(^«r étant ici la différentielle totale de ta distance r qui sépare les molécules, 
quand les deux corps se meuvent à la fois* 

Pour apprécier la valeur que doit prendre ce terme; remarquons que chaque 
action R étant fonction de la distance r des deux molécules , et reprenant ainsi 
là même valeur lorsque r redévient la même, pendant le passage <1% deux mo- 
lécules y l'une devant Fautre , Tintégrale fRdr prise, non pas comme là précé- 
dente pour le mouvement moyen , mais bien pour lé mouvement effectif en 
tenant compte ainsi des vibrations , se composera de deux parties ^les et de 
signe contraire ; en sorte qu'on pourra poser 

/Rrfr = 0. 
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Or , la distance r étant une fonction des coordonnées des molécules que Ton 
considère , pour chacun des deux corps rapportées aux plans animés du mou- 
vement moyen et des cosinus des angles que ces plans mobiles font avec les 
axes fixes y la différentielle totale dr^ équivaut à la somme des différentielles 
partielles d^rei ^(.r prises , Tune dans le mouvement moyen, c'est-à-dire en ne 
faisant varier que les cosinus en question , l'autre dans le mouvement relatif, 
c est-à-dire en ne faisant varier que les coordonnées' des molécules par rapport 
aux plans mobiles. On a donc 

et par suite 

ifRd^r+lRdrT^O. 

Ainsi on a 

2/RA,r = — iRdrT, 

la différentielle drT peut se partager en deux parties , chacune se rapportant au 
seul mouvement relatif des molécules d'un seul corps; désignons ces différen- 
tielles partielles par drr et c/V; nous aurons 

ifKdrr = lfRd!rr + /Kd*rr , 
et par suite 

i/Rd^r = — S/Rif r r — ï/RcT V r. 
Examinons à part chacun des termes 

Iftidfrr et ZfV^d'rTy 

gomme ils sont tous les deux de même nature, il suffit d'en considérer un 

La différentielle drT est prise dans cette expression , en ne faisant varier 
qu'une des deux molécules, et uniquement pour le mouvement relatif. Remar- 
quons qu'avant que la force R ait agi sur cette molécule, celle-ci était en équilibre 
sous l'influence des forces développées par toutes les molécules voisines. La 
nouvelle force R produite sur elle, la dérange de sa position d'équilibre; 
mais les forces que développent les molécules voisines du même corps , par 
suite de ce dérangement tendent à la rappeler vers sa première position , non 
directement; mais en la faisant osciller ou vibrer autour de cette position. 
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Pour le mouvement relatif et vibratoire des molécules ainsi dérangées par les 
actions au contact , on peut appliquer le principe des forces vives' pour lestnou- 
vements relatifs établi article 3o. Les forces fictives à introduire en raison du 
mouvement moyen qui entraîne chaque corps , ne donneront qu^un travail 
tout à fait insensible devant celui qui résulte des actions mutuelles qui ac<^ 
quièrent au moindre dérangement une intensité considérable. Ainsi, on sera 
dans le cas d'un corps immobile , dont les molécules sur une partie de la sur- 
ftce, et à une très-petite distance* de cette surface , reçoivent des actions R qui 
les dérangent de leur position d'équilibre. Il résulte de ces dérangements des 
modifications aux actions mutuelles entre les molécules d'un même corps; 
nous désignerons par R' la résultante des nouvelles actions sur une molécule , 
laquelle est nulle dans la position d'équilibre. Nous représentons par 2/R'rfr', 
les quantités de travail dues à ces actions : i^ étant la vitesse relative d'une mo- 
lécule quelconque parmi celles que nous considérons, etp son poids; on aura 
par le principe des forces vives dans les mouvements relatifs, et en raison de 
ce qu'à l'origine de l'action de la force extérieure R , chaque mplécule n'avait 
point de vitesse relative 

ou , - 

Le travail dû aux actions R' ne peut être que résistant lorsque , ainsi que nous 
le supposons, les molécules avant leur dérangement, étaient dans un état d'é; 
quilibre stable qu'elles tendent à reprendre. Car les forces qui se développent , 
ont suivant les axes coordonnées des ^composantes qui agissent d'abord en sens 
contraire du déplacement, dans le sens des axes, sans quoi il n'y aurait pas 
de stabilité; ces composantes ne peuvent donc produire que des quantités de 
travail résistant, en considérant même après la période d'écart, de la posi* 
tion d'équilibre, une période de retour. Car dans celle-ci , le travail moteur 
ne pourrait l'emporter sur le travail résistant produit dans la période d'écart. 
Ainsi les termes 2fR[dH sont négati&, par conséquent la quantité ifRdrT 
se composera de deux parties positives, et sera toujours positive. U en sera de 
même pour 2/RcfVr pour l'autre corps en contact. 
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Le travail dû aux frottements ifRd^r qui est égal à —lfM\r—2fM",r, 
est donc exprimé par une quantité négative et se trouve toujours une perte. 

Ainsi dès que reflfet du frottement est de faire osciller les molécules voisines 
du contact , et par suite toutes les autres successivement, il en résulte qu'il y a 
un travail résistant à introduire lorsqu'on ne tient compte que des mouvements 
moyens des deux corps en contact ; ou en d'autres termes , qu'une portion du 
travail moteur se trouve perdue par l'emplpi qui en est fait à ces vibrations , 
sans profiter aux mouvements moyens, les seuls dont on doive tenir compte 
dans la pratique. 

On conclut des remarques précédentes, que le principe de la transmission 
du travail a lieu pour un ensemble de corps solides ^ composant une machine 
quelconque, quelles que soient les i^ibrations produites dans ces corps par les 
frottements aux points de contact , pourvu qu'un ne tienne compte que des 
mouvements mojens, et qu'on ait égard aux quantités de travail résistant 
dues aux frottements. 

5a. L'évaluation de ces quantités de travail se simplifie beaucoup par les 
considérations suivantes. 

Le travail perdu par les frottements , se compose de termes de la forme livaiuatiou du iiavai 
ifRd^r, dmr étant la variation de distance de deux molécules appartenant menu. 
à deux corps différents, et situées très -près de la surface de contact; 
cette variation étant prise seulement en ne considérant que les mouvements 
moyens. Cette quantité ne changera pas, ainsi que toutes les quantités de 
travail dues k des actions mutuelles (article 34) , si l'on donne à l'ensemble du 
système des deux corps en contact, un mouvement commun égal au mouve- 
ment moyen de l'un des corps et ea sens opposé, de manière à annuler ce 
mouven&ent et à ramener ce corps au repos. L'évaluation des termes 2/*RûLr, 
devient alors bien plus facile, puisqu'il n'y a plus à considérer la variation d^, 
que pour le mouvement d'un seul corps. Pour simplifier cette évaluation , 
remarquons qu'on peut remplacer /Rc/«r par fPd^s, d^s étant lé chemin 
décrit dans le mouvement moyen par une molécule du vX>rps mobile , qui reçoit 
une action R d'une autre molécule du corps voisin devenu immobile, et P étant 
la composante de la force R dans le sens du chemin d^s. Or très-près de la 
surface de contact, les vitesses du mouvement moyen des corps mobiles sont 
dirigées tangentiellement aux surfaces en contact , car lors même qu'il y aurait 
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avec le mouvement de glissement un second mouvement de roulement, cehii-ci 
pouvant être considéré comme une rotation imprimée au corps^ autour d'une 
taqgente à la surface de contact , ne donne que des vitesses nulles sur< cette 
tangente et insensibles sur tous les points très-voisins du contact; ainsi d^s sera 
un chemin décrit tangentiellement aux surfaces de contact. Si Ton réunit les 
termes fPd^s pour toutes les molécules , qui près des surfaces de contact ont 
toutes des vitesses égales, d^ sera commun, et la somme ifPd^s deviendra* 
fd^slV. Cette expression est celle d'un travail dû à une force totale 2P, laquelle 
est appliquée à un point fictif qui parcourt dans le temps ^fl^, un chemin dl,5. 
La force ÏP est le frottement total pour l'ensemble dès points qu'on a consi- 
dérés eomme ayant la même vitesse, et d^s est la quantité de glissement d'un 
corps sur l'autre, dans ce temps infiniment petit di. Ainsi en général, le travail 
perdu en frottement entre deux corps faisant partie d'une machine ^ séva-- 
tuera par une intégrcde^ s' étendant à la durée du mouvement que l'on 
considère , et dont [élément sera le produit du frottement total pour tous 
les points du contact qui ont des vitesses égales et parallèles, multiplié par 
r élément de la longueur de glissement dun corps sur tautfe. 

La valeur absolue de la perte de travail due an frottement ne peut être fixée 
que par des expériences. Pour les faire, il suffit de mettre deux^orps en con- 
tact, et de donner à l'un d'eux un mouvement uniforme, sur l'antre rendu 
immobile. Comme il y a dans ce cas, à chaque Instant , égalité entre le travail 
moteur produit sur le corps mobile, et le travail résistant uniquenàeât dû aux 
actions moléculaires , qui se développent au contact ; en mesurant le tiravail 
moteur , on a le travail résistant perdu en vibration. 

On a reconnu ainsi que ce travail pouvait être considéré comme dû à une 
force résistante F, à laquelle on donne le nom de frottement, appliquée au corps 
mobile, au point de contact, et en sens inverse de son mouvenient de glisse- 
ment sur le corps immobile. L'intensité de cette force a été trouvée à très-peu 
près proportionnelle à la pression normale qui s'exerce au contact des deux 
corps, et en même temps indépendante de la vitesse; du moins jusqu'à des 
vitesses d'environ 3 mètres par seconde. 

Nous consacrerons un des prochains chapitres aux calculs des frottements , 
qui jouent un tôle si important dans les machines. 
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DiX choc. 



A* 



53. — Lorsqu'il se produit un choc entre deux systèmes de corps ou ma- 
chines quelconques» on ne peut pas admettre que les molécules d'un même 
corps conservent leurs distances relatives; le choc fait naître des ébranlements 
auxquels la théorie doit avoir égard. Il est toutefois permis de supposer , lors- 
qu'il s'agit de corps solides , que les déformations, et en général, les déplace- 
ments relatifs des^ molécules de chaque corps, aient été très-peu sensibles 
pendant le temps très-court , qui a été nécessaire pour opérer les changements 
de vitesse. £n d'autres termes , on peut admettre que la communication du 
mouvement s'accomplit dans un temps très-court. 

Considérons le mouvement de chaque molécule pendant la très-courte durée 
du choc , c'est-à-dire pendant qu'il s'opère un changement brusque dans sa vi- 
tesse. On devra regarder cette molécule comme soumise aux actions de toutes 
les molécules voisines » et aux forces extérieures (comme^ par exemple, la 
gravité). Si nous choisissons pour vitesse virtuelle de chaque molécule , celle 
qui résulterait de l'hypothèse où les ébranlements n'auraient pas lieu , et où les 
molécules de chaque corps conserveraient leurs distances relatives, il est clair , 
ainsi que nous l'avons déjà dit, que les moments virtuels des actions mutuelles 
des molécules d'un même corps s'entre-détruiront , et qu'il ne restera que ceux 
des forces extérieures, que nous représenterons par Pctjp, et ceux des actions 
dès molécules de deux corps différents, près des points de contact. Nous re- 
présenterons les derniers , par R3r. Ainsi on aura 

p (du . , dv ^ . dw . \ «.••«* 

Mais, d'après la nature des vitesses virtuelles dx , djy dz que Ton a choisies, 
-elles ne dépendent pour chaque molécule que de la position de Taxe instantané 
de rotation du système dont elle fait partie, en le supposant solidifié , et d« la po- 
sition de cette, molécule par rapport à cet axe. Rien n'empêche de regarder 
cet axe comme invariable, pendant la courte durée du choc; et comme les 
molécules se dérangent peu, par hypothèse , pendant cette durée, les vitesses 
virtuelles seront extrêmement peu variables, bien que les vitesses effectives le 



ment. 
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soient considérablement. Ou peut donc intégrer Téquation ci-dessua par rapport 
au temps, pour la durée du choc, sans êiire varier^o:, ij-^ iz. - 

En désignant par Uo.i^ot Wo les vitesses avant le choc, et par u, , i^, , k^, , les 
vitesses après le choc , on aura ainsi 

Qaanutés de mouve- ^^ produît - a , de la massc par la vitesse , est ce que Ton nomme quantité de 

s 
mouveaient. Cest Fintégrale d'une force qui agit sur le point libre en la prenant 

par rapport au temps. On appelle en général quantité de mom^ement une 
intégrale fPdt d*ùne force P, par rapport au temps dont l'élément est dU. 

Les forces extérieures P , qui sont ordinairement le poids des molécules , 
n étant pas capables, par ellçs seules, de changer brusquement les vitesses , 
sont très -petites vis-à-vis des actions nioléculaires, qui produisent ces change- 
ments brusques. Dans un temps très-ooiu^t, comme celui pour lequel nous 
venons d'intégrer, ces forces extérieures P ne peuvent donner que des termes 
insensibles par rapport au premier membfede cette équation. On pourra donc 
les négliger, et écrire : 

8 

En choisissant convenablement les vitesses virtuelles, et en restant toujours 
dans la supposition qu'on les prend dans chaque corps comme si celui-ci 
restait solide, ou peut ramener le second membre & ne contenir que les forœs 
tangentielles. Eln effet , bien que les corps puissent se comprimer pendant le 
choc, et qu'ainsi les vitesses normales aux surfaces de contact ne soient pas 
égales, on peut, dans le choix des vitesses virtuelles, regarder les corps comme 
solidifiés, et faire ainsi abstraction de la compression effective, en supposant que 
les oorps glissent l'un contre l'autre aux points de contact. Alors, pour deux 
molécules voisines, entre lesquelles se^manifeste la force R, Télément virtuel ir 
a une composante nulle dans le sens de la normale : le travail virtuel de la force 
R se réduit donc à celui de la composante F, suivant le plan tangent ; et le 
second membre de l'équaUon peut s'écrire : 

î/Fy. cas (Fy ).<//, 
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rélément virtuel pétant pris ici dans le mouvement virtuel et non dans le 
mouvement effectif. 
On a j d'après cela. 

Mais si le mouvement virtuel est choisi de manière que les corps en con- 
tact glissent, avec ou sans roulement, mais sans pivoter Tun sur l'autre, les 
éléments virtuels i/ seront sensiblement égaux pour toutes les molécules eu 
contact, et pour toute la durée du contact. Ainsi l'élément ^sera indépendant 
de la position de la molécule considérée; et, comme il est déjii indépendant du 
temps , de même que toutes les vitesses virtuelles, par suite de Thypothèse que 
nous avons faite sur la rapidité du choc , il sortira des signes / et d'une partie 
de la somme 2 pour chaque contact : on aura ainsi 

le premier 1 du second membre s'appliquant aux divers contacts du corps , et 
le second à toutes les' molécules voisines d'un même point de contact. On 
pourra alors remplacer pour abréger , 2/F cos (F^.c/^ , pour chaque contact, 
par une seule lettre F, indiquant la quantité de mouvement due à une force 
tangentielle que l'expérience a donnée comme résultante de toutes les actions 
dans ce sens qui sont dues au contact; c'est ce qu'on appelle la somme des 
quantités de mouvement dues aux frottements pendant le choc. En n'appli- 
quant plus le signe 2 , dans le deuxième membre, qu'aux différents contacts ou 
aux différents éléments de contact pour lesquels ^ne serait plus le même, on 
mettra l'équation précédente sous'la forme suivante : 

s 
ou 

6 g 

Cette équation exprime : quil existe , entre les quantités de mouvement 
dues aux vitesses qui ont lieu avant et après le choc, les relations qui exis- 
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te raient entre des forces équwalentes appliquées aux mêmes systèmes de 
molécules y si ces systèmes étaient solides ^ et juxtaposés par certains points 
de contact; en tehant compte ^ toutefois^ dans cette équivalence ^ des quan- 
tités de mouvement dues aux frottements qui se manifestent au contact des 
corps. * . 

Principe» de DAicm- D'après dcs cxpériences récentes de M. Morin , ces quantités de mouvement 
'^*Iyii^me*i lie^^coq»»^*' ^^^^ ^"^ frottements pendant le choc paraissent devoir se calculer comme les 
frottements dus aux pressions ordinaires, c'est-à-dire qu'on peut les regarder 
comme en rapport constant avec la quantité de mouvement due aux actions 
normales, aux surfaces de contact. La méthode pour calculer ces dernières, 
est la même que pour les simples pressions entre les divers corps d'une 
machine en mouvement: nous reviendrons plus loin sur cette dernière déter* 
mination. 

L'énoncé précédent renferme ce qu'on appelle le principe de d'Alembert', 
dans le choc des corps. Il étend à des quantités de mouvement ^ les relations 
que le principe des vitesses virtuelles donne pour des forces dans un mouve- 
ment quelconque. Mais il ne faut pas jperdre de vue que c'est à la condition que, 
pendant le choc, c'est-à-dire pendant l'espace de temps qui s'écojle entre les 
instants où l'on évalue les deux systèmes de quantités de mouvement , les mo- 
lécplea des corps aient très-peu changé de position dans l'espace , ou , en d'au- 
tres termes, que leurs coordonnées n'aient varié que de quantités très*petites. 
Ce qu'on vient de dire ne s'appliquerait donc pas au choc de deux masses d'air 
qui se comprimeraient sensiblement pendant le temps que Ton prendrait pour 
la durée du choc. 

54- — Nous remarquerons maintenant que si, après le choc, à l'instant où 
l'on prend les vitesses i/. , c^^ , w, , il y avait encore des ébranlements entre les 
molécules, 1c théorème précédent n'apprendrait rien, puisque des vitesses 
propres des molécules on ne pourrait rien conclure pour les vitesses d'ensemble 
et pour les mouvements des corps. On aura recours alors aux mouvements 
moyens y qui nous ont déjà servi à lever une diffiôulté analogue dans le prin- 
cipe des forces vives. Voici comment on procédera. 

Les mouvements virtuels choisis pour fournir les ix ^ iy^i^ qài entrent dans 
l'équation précédente, ne peuvent donner pour chaque corps qu'une translation 
du centre de gravité et une rotation autour de ce centre. Les sommes de mo- 
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ments virtuels qui en résultent produisent, et les sommes de quantités de 
mouvement de translation, etjes sommes des moments des quantités de mou- 
vement autour des axes de rotation virtuelle, par rapport aux centres de gra- 
vité de chaque corps. Or, ces quantités étant les mêmes pour les mouvements 
eflfectifs et pour les mouvements moyens , on peut substituer ces derniers dans 
l'équation précédente, et Ton aura, en désignant* par ii„, v^, w„ les vitesses 
composantes, dans le mouvement moyen. 

Cette équation en fournira toujours autant de différentes qu'il en faudra pour 
déterminer les mouvements moyens de chaque corps composant la machine ; 
et cela en raison des systèmes différents qu'on pourra prendre pour les vitesses 
virtuelles ix , 3/, fo , etc. 

Si , à la fin du choc, c'est-à-dire à l'instant où Ion prend les vitesses moyennes 
'^«, ^m,'**'m> les corps sont encore en contact, ces mêmes vitesses moyennes , 
étant encore compatibles avec les liaisons du système pendantle choc, pourront 
être pri^spour vitesses virtuelles, et l'équation ci-dessus deviendra, en divisant 
par dty et transposant , 

g ^ . 

Mais on a , pour éliminer les doubles pi*oduits, l'équation 

et d'autres semblables pour k\v^ et pour w„w„. En substituant, on trouve ainsi 

= ï« ^ [(Uo-tt«r + (^o — f'*)' + (M^o-W.)' 1 + 2F ^. 

Il faut remarquer que le terme — iF ^ , sera en général positif, parce que 
la quantité de mouvement désignée par F par abréviation de /Fcos(Fy)rf^, 
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est ordinairement n^ative. En effet la force F qui est sous cette intégrale agit 
en sens opposé de dp^ c'est-à-dire du glissement effectif, des sui^faoes eo contact. 
Cette direction du glissement changeant peu pendant le choc, sera peu différente 
de celle de i^f^ qui répond à la fin du choc. Ainsi la quantité de mouvement ci- 

dessus sera négative et le terme — 2^ -^ . 

Tkéorèmc de Carnoi. L'équatiou ci-dessus renferme ce qu'on appelle le théorème de Gamot , dans 
le choc des corps mous, ou non élastiques. On entend ici par corps mous ou non 
élastiques^ ceux qui, après le choc , restent juxtaposés en leurs pcûnts de con- 
tact. On voit donc que , pour ces corps ^ la différence entre la force vive due 
aux vitesses avant le choc et celle qui est due aux vitesses mojrennes après 
le choCj est égale à la somme de deux termes : i** la force vive due aux 
vitesses perdues ou gagnées.par FejffetduchoCj c'est-à-dire aux vitesses qui, 
combinées avec celles qui ont lieu après le choc , donneraient pour résul- 
tantes celles qui avaient Ueu avant le choc ; a* la somme des produits des 
quantités de mouvement dues aux foottements pendant le choCf par les 
vitesses relatives de frottement à la fin du choc. 

Ainsi on aura à ajouter, en général, à la perte exprimée par la force vive 
due aux vitesses perdues ou gagnées par le choc, une seconde perte due aux 
flottements. 

55. La conception de& corps mous , c'est-à'-dire de corps qui après s'être 
choqués restent en contact n'est qu'une abstraction qui ne se rencontre pas 
dans la nature. Si l'on £iit quelquefois cette supposition , c'est pour avoir un 
maximum de la perte de travail due au choc. Dans la(^réalité , les corps qui se 
sont choqués ne restent pas en contact, ils se séparent par une réaction molé- 
culaire. Cést à cette tendance â se séparer ainsi , par l'effet de la réaction mo- 
léculaire , qu'on a donné le nom d'élasticité, en distinguant l'élasticité plus ou 
moins parfaite. L'élasticité parfaite serait la propriété qu'auraient certains corps 
de reprendre après le choc la même disposition des molécules qu'avant le choc : 
les actions mutuelles ayant repassé par les mêmes états de grandeurs , quand 
les distances reviennent les mêmes , en sorte que du moment où toute action 
aurait cessé entre les molécules voisines du contact dans les deux corps , il n'y 
aurait plus ni vibration , ni dérangement dans leur intérieur. Dans ce cas , il est 
clair qu'il n'y aurait aucune perte de force vive par l'effet du choc, même en 
ne prenant que les mouvements moyens ; car les actions des molécules les unes 
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sur les autres reprenant les mêmes valeurs quand les distances sont revenues 
les mêmes , les intégrales /Refr sont toutes nulles , quand on les prend depuis 
le commencement du dérangement jusqu'à la fin ; et comme il n'y a pas de 
mouvement rdatif des molécules entre elles , à la fin du Choc , la force vive du 
mouvement moyen qui forme la totalité de la force vive , doit rester la même. 
Cette supposition n'est qu'une abstraction qui ne se réalise qu'assez imparfaite- 
ment pour des corps particuliers , et dans des cas de choc tout spéciaux. Dans 
ces cas elle sert à déterminer les mouvements après le choc , comi|^ nous le 
verrons plus loin dans les applications. 

Principe sur le^. mouvement du centre de gravité. 

56. Le principe qui a été énoncé à l'article 38 pour un corps solide libre , 
s'étend très-facilement à un système de corps formant une machine quelconque, 
et même au cas où il y a des chocs , si ce système n'est rç^u à aucun poids 
fixe, ni à aucun corps extérieur par certaines liaisons, ou en d'autres termes 
s'it est libre de prendre des mouvements virtuels de transport parallèles à 
trois axes coordonnés, et pour lesquels toutes les vitesses virtuelles soient égales 
et parallèles. 

Pour le prouver , procédons ici conune à cet article 38 , et prions pour vi- 
tesses virtuelles des vitesses égales et parallèles aux trois axes. En conservant les 
notations de ce même article, c'es%è«dire en désignant par U, Y, W, les vi- 
tesses du centre de gravité dans les sens des trois axes, et par u^v^ w, les 
vitesses analogues fiour une molécule quelconcnie du système dont p 'est le 
poids; nous aurons en supprimant les facteurs communs aux deux membres qui 
sont les vitesses virtuelles , 

du -^^ iO] ^ 

7p -y OU bien -y I» = 2X, 
al al 

M dt» dV 

(A) ( ^p ^ ou bien ^ ip = iY, 

dw dW 

ip -T- OU bien -^ ip = iZ. 

Dans les seconds membres il ne reste rien, ni des actions des molécules d'un 
même corps , ni des actions des molécules de deux corps en contact faisant partie 
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du système ou de la machine; car ces actions se groupent par forces égales et 
opposées dont des sommes sont nulles dans les seconds membres. 
* Ces équations donnent pour un système ou une machine quelconque Ténoncé 

que nous avions déjà -présenté article 38 pour un seul corps solide. Il consiste 
en ce que dans tout système de corps libre dans l'espace , le centre de gra- 
vité se meut comme un point matériel libre qui ajant la masse totale serait 
soumis à toutes les forces extérieures qui agissent sur le système. 

S'il y a des chocs qui viennent de corps extérieurs, les forces très-grandes 
qu'ils proauisent sur le système ne feront point exception à celles que Fou 
considère dans ce principe sur le mouvement du centre de gravité. Le point 
matériel fictif qui se meut comme ce centre modifiera alors son mouvement 
absolument comme s'il avait reçu lui-ipéme les chocs extérieurs. En intégrant 
les deux membres des équations ci-dessus par rapport au temps, on transporte 
aux quantités de mouvement , le principe qu'on vient d'énoncer pour les forces. 
Ainsi on peut dire que: lorsquiljr a des chocs dus à des corps extérieurs 
au système j le centre de gravité prend un changement brusque de vitesse^ 
comme un point matériel qui ayant la masse totale du système recevrait 
directement les quantités de mouvement dues à ces chocs. 
Concentration du mou- Dans le cas particulier où il n'y a aucune force extérieure au système mobile, 

Tcment du centre de * "^ '' 

sraviié. et OÙ il n'y a que des actions mutuelles des molécules entre elles , alors , comme 

ces actions peuvent ne pas compter au nombre des forces appliquées au centre 
de gravité ^ puisqu'en effet si on les appliquait, elles le détruiraient deux à deux, 
ce centre se meut dun mouvement uniforme et rectiligne comme un point 
matériel qui nest soumis à q^cune force : il conserve Ainsi sa quantité de 
mouvement. C'est cet énoncé qui est connu sous la dénomination àe principe 
de la conservation du mouvement du centre de gravité. Lorsqu'il y a deschocs 
entre les corps mêmes qui font partie du système, ils n'altèrent en rien le 
mouvement du centre de gravité qui se fera comme s'ils n'avaient pas lieu 
puisque les actions très-grandes dues à ces chocs disparaissent dans les équations 
ci-dessus. 

Principe sur la conservation des moments des quantités de mouvements. 

57. Dans les cas où le système en mouvement n'est soumis à aucune force 
extérieure, et où les molécules des corps qui le cornposent, ne sont soumises 



— 113 — 



qu'à leurs aclionsmutudles, soit d^ns leur état ordinaire , soit pendant li^ choc 
lorsqu'il s*en produit entre les corps (A système que l'on considère ; leMnoments 
des quantités de mouvement de 1 ensemble des iftolécules restei^ les jAémes , 
quand on les prend par rapport à un axe autour duquel le système peut tAi^rner 
librement. ^0 • , "♦ 

On établit ce principe en procédait pour un système dé corgs, comme npus 
Tavons fait à l'article 87 pour un seul corps solide, c^'qit-à-dire en prenant pour 
vitesses virtuelles celles qui^résuhent de la supposition où l'on donnerait à tout 
le système , considéré comme solide, un mouven>ent d% rotation autour d'un 

On a «lors,^n prenant cet a^^ pour celui des z comme»à l'article 87 , 



2 



1(4- S)-^"»--* 



Mais dsTns le cas où les forces *X et Y prdVj^nnent d'actions mj|tùelles de 
molécules du système , soit pendant leùt* juxtaposition oi^inaire, soitjpendant 
leurôhocy auquel cas ces actions deviennent incomparablement .plu#^grandes , 
les seconds membres sont égaux |i zéro, puisque les moments de deux actions 
égales et opposées donnent une somme qulle : ainsi 6n a * • 



£ 



En intégrant ^ar rapport au temps y on en inclut 

C étant jci une constante par rapport au temps* . • 

Le premier membre est la somme des moments dA quantités de mouvement, 

en BpY^elant moment (Turie quantité de moui^ementfbur chaque molécule, celui 

d'une force fictive qui serait appliquée à cett^ molécule dans la% direction de ss^ 

^ p • . ^ 

vitesse , et qui aurait pour mesure le produit de sa masse - par cette vitesse. 

On peut donc énoncer ce principe que dans un système ou une machine 
quelconque , qui n'est soumise à aucune force extérieure , et qui ne reçoit 
ainsi que les actions qui résultent'^ du contact ou du choc dès corps qui 

15 
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la cotiifipsent^ les sommes des momentf des quajttités de mouvement de 

toutes ce^ molécules par rapport à uneHigfie qui peut sentir d axe de rota-* 

tioa iâbis ufi ,moui^ement%irtuel restent constantes pendant la durée du 

mouf^ment. 

^ Ce principe sert à déterminer le^nouvement après le choo^ur deux sjstèmes 

tomrnant autoin* de éertains axes fixes. ^ *- 

Principe général de la transmissjofi du traiwU. 

58y* Nous pouvons maintenant étetidre à une machine formée d*un systèn^ 
de corps solides, le |irincipe de la transmission dii travail , en ayant égard aux 
frottements, aux ébranlements des molécules et aux chocs. Il suffira pour cela 
de^rendre les slouvements moyëns^pour chaque corps, et d'ajouter au travail 
résistant, celui oui est dû aux frottements des corps de la machine entre eux, 
et de teni|>j^compEe àe% pertes^^ force vive qui seraient dues aux choék bmsques 
loraqu'^'en produi^t qu'on n'est paa^dana Tun de oescas exo^ptionods où il 
y a'une^hasticité ii peu près parfaitef Si nous désignonk pir T» la quantité de 
travail m^eur due aux forces mouvantes extérieures pendant un certain temps 
pour-lequel on veut appliquer le pringpe de la transmission du travail , et par 
Tria quantité de tmvail résistant produite pendant le méme^ temps par les 
forcés extérieures, y^ compris les ^ttemenis produits par les c^rpl extérieurs, 
par Tyla quantité a8»travail perdue par lés frottements entré les corps qui 
composent la machina, et enfiifpar Te la quantité de travail perdue par les 
chocs qui ont pu avoir lieu pendant la durée du mouvement quej'on considérai 
enfin, si^Ton déMgne, comme à l'articlç 4^» parfp la vitesse d'une molécule 
quelconque du système et par p sen poids , ônaura évidemment, d'après ce qui* 
a été exposé dans les articles précédents . / • 

TVo désignant ici la vitess^à lorigine du mouvement. 

Lorsque le mouvement est cônsidéré'pour un temps un peu long, compara* 
tivement à celuiqu'il faut à Torigme pour mettre la machine eu mouvement et 

pour lui donxier sa plus grande force vive, les termes 2 — et 2^-~, scmt 
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trèsrpetits devant les autres , ou au moins leur différence est très-petite. ^On 
))eut alors poser Isivec une très-grande approxiniation ^ 

T« = T.+T/.+ Te. 

Si l'on représente par T, le travail moteur Yeçu par les corps extérieurs .à la 
machine en raison des pressions que celle-ci^produit sur ces corps, et si Von 
désigne par T/ le travail perdu en frottements entre ces corps extérieurs et 
ceux de la'machine^ lequeltravail doit être évalué^commeon Ta dit àfarticleSa, 
on aura par la définition même de Ty , • 

te 

T,— r« = T/ oa T, sT.H-TV; 
en substituant dans la valeur précédente de T., on a 

T»=T.+r/+T/+f.. • . ' 

Cette équation renferme l'énoncé le pius généi*al du principe de la transmis- 
sion du travail : elle établit queie travail moteur T» transmis par une machine 
sur les corps extérieurs qui fésistentii «on mouvement est plus petit que le- tra- 
vail moteur T. reçu par cette machine, et que la différence se compose des 
pertes de travail^dues aux frottements , tant des corps 4ie^a macnine entre eux 
qu*aveé^les corps extérieurs qu'elle fait mouvoir'^ et des pertes dues aux chpcs. 

Si| au lieu de consic^rer ces mouvements dans un temps très46ng, on ne 
prend^les quantités de travail que pour un temps comparable à celui qui est 
nécessaire pour qpe la maôhifie acquière son nofiximum de vitesse depuis l'ori- 
ginelle son mouvement, alors on ne pouira plu^ négliger l'accroissement ouia 

diminution àé la somme des forces vives ; et l'on posera 
% • * . 

^ T. = T. + T, + r/+Te+-ï^^ + i'^. . ♦ 

■' ■ ^ '■'.•■" * 

Ici l'accroissement de Ijhsonune des force;^ vives, s'il y en a, n'a lieu qu'aux 

dépens du travail moteur, qui (Sb^augmentër poifr'produire cet accroissement. 
Mais aussi cette augmgitatjon aAomentanée n'est pas perdue ,• jiuisque lors- 
qu'il y |ura plus tard un décrois^eoffent de force vive , ce serji à son tour le 
tra:?ail,^istant P» , qui pourra augmenter sans qy'i| soit nécefisaire que Ti 
augmente. L'accàn^ment de force^ive, ainsi qu'on j'a dijk fait remarquer , 
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figure donc ici comme ua travail en réserve qui est restitué dès que le mou ve- 
ment se ralentit. * • 

coniidérttioDâ»urro«- - Quoique n8us nous proposions de revenir à part sur les questions de i^iéca- 

te nâion du principe de. ni i n«iiin»i i n 

la irantmittion du Ira- uique auxquellcs donucut Jieù les corps flexibles et les fluides , cependant, afin 

Tail aux corps flexibles y , , , , % . ... , . , 

et aux fluides. quQ lo^ euoncés précédents ne paraissent pas restremts ici aux machines ou ces 

corps ne sont pas employés, nous^ajouterons les remarques suivantes* 

Eii*outre des corps solides on emploie, dans les machines des cordes et des 
courroies. Pour appliquer dans ce cas le principe de la transmission. du travail, 
il suffit de tenir compte d$ins la transmission des pertes qui résultent des dé- 
pl^ements moléculaire^ qui s'opèrent dans ces corps par leur flexion et leur 
redressement. L'expérience prouve que ces partes sont très-peu sensibles, car 
les deux* extrémités d'une corde, pu.de tout système flexible qui ejd fait l'office» 
ayant la mêmoiiyitesse dans le sens de leur liuigueur , la perte de travail se 
constate par' la diSIéreûce dft forces qui les tirent dans le sens de leur lon- 
gueur. Cette différente étant peu sensib^fs , il. en est de même des quantités de 
travail correspondantes. ^ 

Nous reviendron|gplus*loia sur le jnode d'éviiluation de ces pertes : pour te 
moment il suffit de'dbncevoir qu'elles sont»peu considérables. 

Pour les fluides^ on doit les considérer comme une réunion de .très^petites 
sphères soldes pouvaig glisse^les unes sur les àiftreB sans frottement sensible, 
en s0rte que tien n'empêche de leur appliquer le prineipe de 1« transmission 
du travail éi^ayant égard aux petitâ "pertes dues aux ifrottements des parti- 
cules entre/elles et à celles qui sont dues aux chocs', quand il s'en produit. 
L'expérience montre que quand il n'y a pas cie choc brjpque^ et qu'il n'y a que 
des fVottemeiUs des pârticulésoflii^Jeà les unes sur Fes autres, ces pertes %ont 
très-peu sensibles. Nous reviendrons par la suite sur les pertes de trajail dans 
le mouvement des fluides : il suffit maintenant oe faire sentir comment , 
en ayant égard à ces pertes, le principe de la transmission du travail reste 
applicable. t * ' * - 
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CHAPITRE II 



Considérations générales sur les machines servant à transmettre le travail 
■♦ • cCun moteur. 

59. il résulte des principes pré(;édemment exposés que le travail est une 
quantité que l'on ne peut augmenter par Temploi dès machiner. Celles-ci 
sont destinées à augmenter ou à dinftmer, soit la force motrice, soit le 
chemin décrit dans un temps donné par son point d^application; à parta- 
ger Tun ou l'autre en ^plusieurs portions, à modifier leurs positions et leurs 
directions'; en un mot à changer tout ce qui coiftÔMie la force et le chemin, 
mais sans pouvoir jamais augmenter le travail. La portion de «ette quantité que 
les machines peuvent reproduire est d'autant moins différente de celle qu^elles 
otit reçue , que les^rottemeuts sont moiftls considérables. S'il était possible èe 
construire des machinas sans frottement, on pourrait dire alors que le travail 
est une quantité qui pe se perd pas. ' * * ^ 

Oh peut comparer la transmission du travail par les machines à l'écoulement 
d'un fluide qui se répandrait dans les corps en passant de l'un à l'autre pan les 
points de contact; se divi^rait en plusieurs courants, dans le cas où un seul 
corps en pousse plusieurs; on formerait, au -contraire, la réunion de plusiljlrs 
courants, dans le cas où plusieurs corps en poussent un seul. Ce fluide ^ur- 
rait en outre s'accumulA dans certains corps et y rester en réserve jusqfi à ce 
que.de nouveaux contacts, (5u des contacts avec écoulement plus cônsidéi^wle , 
en fissent sortir une plus grande quantité: ce travail en réserve , que nous assi- , " 
milons ici à un fluiçle, est ce que nous avons appelé là force vivf* — En suivant 
toujours cette comparaison , une machine, dans le sens oî'dinairi^tiu mot, est. 
un eqaemble de corps en mouvement disposés de manière à foriùer une espèce 
de canal par où le travail prend son cours pour se transmettre^ le p^us inté- 
gralbmejùit possible, suites points où Von en a besoin. U se perd peu à peu par 
W frottements et par les déformations des corps , ou bien il va je répandre d^ns^ 
la terre, où, en s'étendant indéfiniment , il devient bientôt ins^hsible. 

Cestle travail qui sert de base à l'évaluatioii tle l'effet .de» moteurs dans le 
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commerce , et c est à cette quantité que se rapportent principalement toutes les 
questions d'économie , dans Temploi des machines moU'ices , ainsi que nous / 
allons le faire voir. * . 

Nous ifb produisons rien de ce qui est nécessaire à nos besoins , sans déplacer 
les corps ou changer leur forme; ce qui ne peut se faire, qu'en surmontant des 
résistances , et en exerçant certains efforts dans le sens du mouvemedt. C'est * 
donc une chose utile que la faculté de pr^uire ainsi le dilplacement accom- 
pagné de la force dans le sens de ce déplacement; en d'autres termes, c'est une 
chose utile , que la faculté de produire du travail. Soit qu'on le tire des ani*» 
maux de l'air, en mouvement , de la pression de la vapeur , ou de l'eau qui des* 
cend de localités plus âevées. dans de plus basses , il est liniité pour chaque 
temps y pour chaque lieu , et ne se crée pas à volonté; lesinat^ines ne font que 
l'employer ou le tenir en réw|ye sans pouvoir l'augmenter; dès lors la facidtérde 
le produire, se ve^d, s'achète eta'économise comme toutes les choses utiles qui ne 
sout pas en extrême abondance , et qu'on ne peut se procurer sans dépensés. 

'Si Dour n -avions pas les machines 4i notre dispôsitioQ , ^ienx déplaeemefits 
différent^ seraient deux choses de natures distinctes , qui n'admettraient es 
général pouf leur évaluation «aucune b^e- ma thématique: il en serait de ces 
déplacements comme de beaucoup de chosea utiles dont len "valeurs ne oont 
pas^tabHes sur des bases matliématiques. Mais les machiilps, comme on ya le 
Toir, donnent le moyen de poser pour les déplacendtats* des moyens dTévalua- 
tidpiuialogues à ceux qu'on possède pour des ouaûtités pk» on moins grandes 
d'un» j[néme matière. 

Lorsqu'une machine, qui reçoit ses forces mouvantes d'un certapi tùMeur,, 
est destinée ^ opérer un certain eflfet utile, il en résulte que les points qui agis- 
sent sur les corps à déplacer^ou à àéïorà^T , reçoivent de ^ceux-ci des forces 
résistantes; mais ces forc^ ne sont pas^ en général les seules qui produisent le 
travail résistaùt; fes frottements et diveises autres résistances, dont on ne peut 
se débarrasser, viennent ajouter un travail' résistant à celui qui réiul^é de Teffet 
utile. Cependant, comme il y a une possibilité rationnelle li ne laisser subsister; 
. en forces résistantes,' que cefles qui naissent de TéffeOitile, ou au moii» b 
'dinojipner considi^ablement toutes 1^ autres forces comparativement à cfSi&^i • 
on* peut, d'abord raisonner dans cette hypotbèsV;\on verra fficilernent commçnt^ 
il faut modifier, flatis la pratique,' les conclusions qu'on tire de celte première 
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abstraction. Supposons donc^pour le moment , que. tout le travail résistant est 
produit par l'efifet utile. 

Si ron« la faculté de produire un déplacement en exerçant un certain effort, 
on pourra ,'k Taided^Une machine propre à modifier conicenablement le mou- 
vement et les forces , appliquer cette faculté à produire une certaine fabrication, 
par exemple k moudre du blé ou k tordre du fil. Or, la mouture de chaque 
litre* dé blé , ou la filature de chaque mètre du même &1, étant en .général 
accompagnée des mêmes circonstances , exigera que les points sur ^Bpjuels la 
madiine a agi aient décrit le même chemin en recevant le même eSbrt ; ainsi 
cette mouture du cette torsion de fil donnera toujours lieu à la production d'une 
même quantité de ce que nous avons appelé travail résistant : par ponséqûent, 
le travail résistant prodnit sur la machine, sera proportionnel au' nombre de 
litres de Ué moulus ou au nombre de mètres de fil tordus dans un même t^mps 
par le moteur dont il s*agit. Qr, comme d'après la suppositiop que nous venons 
de faire , cpi'on pouvait d'abord négliger les résistances étrangères à f effet utile , 
eette quantité de travail forme k elle seule toute ceHe qui e^c* produite sur la, 
maéhine, ilen résulte qu'elle est sensiblement égale au travail moteur ; ce dernier 
est doncausÂ proportionnel k la quantité de blé moulu ou de fil fbrdu dans un 
mémie temps. - - 

Pour comparer entre eux deux moteurs , il si^ra donc de concevoir qu'on 
ait construit des machinés k l'aide^esquelles onipuisse les appliquer à une 
même fabrication , par exemple k moudre du blé. Le nonàbr^ de litres de blé 
qu'on pourra moudr^dans un temps donnée sera *de même sensiblement pro- 
portionnel aux quantités de travail moteur prodjftt sur ces machines k Taide de 
ces moteurs pendant ce même temps. Mais il est clàir^ que la valeur compara- 
tive des deux moùturessera mesurée par les nombres de litres de h^é moulus; et 
comme ces derniers soiït sensiMementprc^portionnelsaux quantités de travail 
produit sur chaque nmchine, il s'ensuit que les deux^aioteurs auront des valeurs 
proportionnelles aux. quantités de travail qu'ils peuvent produire sur ces ma- 
chines. ^ • , * • ' 

Giest donc k cause de la &etl|té ^'on a aujourd'hui^ et qu'on aura de plus 
en plus, de construire des machines pour y appliquer différents moteurs, et 
pour exécuter av«QC oes machines la même.nature d'ouvrage , que l'on établit 
ainsi un mode de eompéraison entre ces moteurs, par le moyen des Quantités 
de ce niême ouvrage qu'ik sont capables de produire. L'invention , le perfec- 
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tionnement et 4a multiplicité des machines ont amené, et répandront de plus 
en pluS' ce mode d'évaluation , à peu près coiprae Finvention! et le pei*feciîon- 
nement des outils destinés à diviser les matériaux , ont amené et répandu dans 
le cômmei'ce, la mesure de leur valeur par la quantité géométrique que Ton 
appelle le^o/wme. 

DaQs ce mode de comparaison de-la valeur de deux moteurs, nous avons 
supposé deux. chos^ ? i"" que, dans toutes les machines, le travail résistant dû à 
l'effet ù^-k produire est égal au travail' moteur-; 2** qu'il n'en coûté rien pour 
se procuré? des machines et pour les entretenir. 

11 est facile de voir que ces hypothèses ne ^ont pas absolument nécessaires,, 
et *qûe là rigueur dés conclusions subsiste encore, si l'on admet seulement: 
i*" que le travail résistant dû à l'effet utile, au lieu de forpnéfr tout le travail 
résistant qui est produit, soit seulement en proportion constante avec celui^à, 
c ést-à-dire que les' pertes de travail dues aux frottements et à toute autre cause,, 
soient proportion^Ales au travail moteur; a^ que les frais d'établissement et 
d eiitretie^n soiem aussi proportionnels à ce nîéme travail moteur. Ces propor- 
tionnalités, quoique déjà plus près de la vérité que l'hypothèse d'une ^âtité 
parfaite^ntr^e 4e travail moteur et celui quexige Teffet utile, n'ont cependant pas 
lieu en général dans la pratique. Aussi ne^t-^e pas uniquement d'après la quantité 
de travail que peuvent produire lés moteurs qu'on les paye dans le commerce; 
oxi a égard en outre au plus^ou moins d^nerte de travail qui sera dû aux frotte- 
ments et aux résistances étrangères' à l'ouvrage à exécuter, dans les machines 
que l'on devra employer pour en recueillir le travail ; etA'on .tient compte des 
frais nécessaires pour l'établftsement de ces machines. Mais il est toujours 
indispensable de commencer par calculer le travail moteur qui peut être pro- 
duit; c'est la mesure abstraite d'où l'on part pour y apporter les modifications 
voulues par chaque circonslance particulière. * 

Il en est du travail, pour^valuer les moteurs, comme ^ plusieurs éléftieiits 
de mesures géoipétriqués qui supposent aussi des abstractions ; dans la pratique , 
ce ne sont plus que des approximations. 

Par exemple, quand on étabUt la valeur de certains corps en mesurant jkurs 
volumes, comme on le fait pour la pierre et pour les bois; on admet qu'avec 
un corps qui a un volupie dé deux unités, on peut faire deux yolumes nnitairea. 
Or , poui^ réaUser cette conception , il fiiut scier pu tailler ce corps , et en .perdre 
i^ne partie par c^tte opération : cette perte n'étant pas en proportion ^^vec le 
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Tolumeyla rigueur du rapport géoméirique n^ subsiste plus pour révaluation 
en argent. *• 

Sous ce rapport, il y a tout à fiaiit analogie ehtfe le volume pour Tévaluation 
de certains corps et le travail pour l'évaluation des moteurs. Les pertes dues 
aux frottements, dans les machines, correspondent aux pertes de matière dues 
à la 'division. Quant aux machiiies qui seraient nécessaires pour appliquer diffé - 
rente moteurs à la fabrication de difiërentes quantités d'une même espèce d ou- 
vrage, et pour con\parer ainsi ces moteurs par le travail utile qu'ils peuvent pro- 
duire, les frais d'établissement et d'entretien qu elles exigent correspondent aussi 
.i^ce qn'il en coûterait en nnaiB-d'œuvre,en outils, ou en machines, pour effectuer 
les divisions de matière qui ramèneraient les différents volumes à des volumes 
unitaires servant de comparaison. 

Ainsi le travail , comme nous l'avons défini , calculé pour toutes les forces 
que développe un moteur, joue le même rôle pour l'évaluation de ce moteur 
que le volume pour celle de certaines matières. 

On peut entrevoir déjà combien l'étude de cette quantité est nécessaire à la 
théorie des machines et des moteurs. Ce que nous dirons dans le reste de cet 
ouvrage achèvera d'établir toute conviction h cet ^rd. 

n ne sera pas inutile de répondre ici à une difficulté qu'on fait quelquefois au 
sujet dé la mesure de la valeur du déplacement par le travail , tel que nous 
l'avons dé&ni. On dit que le temps est aussi un élément de valeur du déplace- 
ment, et que ce dernier ne doit pas être considéré indépendamment du plus ou 
moins de promptitude qu'on met è l'opérer. 

Sans doute, dans beaucoup de cas, il est plus ou moins utile qu'un certain 
effet mécanique, c'est-à-dire un certain déplacement, soit produit plus ou 
moJns promptement; mais ce genre d'utilité est du nombre de ceux qui ne sont 
pas susceptibles de mesure fixe. Lorsqu'on achète, on consulte sa convenance 
SOQS ce rapport, comme sous beaucoup d'autres, sans que le calcul ait prise 
sur ces circonstances de valeur. Deux déplacements semblables, comme le 
transport de deux fiirdeaux , exécutés dans des temps différents, sont deux choses 
utiles ^e natures distinctes, qui, tous le rapport du temps, n'admettent pas de 
comparaisons géométriques. Remarquons d'ailleurs que lorsqu'il s'agit d'opérer 
avec une machine une certaine quantité de déplacements semblables, comme 
il'n'en coûte pas plus, dans beaucoup de cas, de les opérer simultanément que 
suocessivement, on ne peut faire entrer le temps comme élément de valeur de 
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ces quantités de déplacements qpéréa» SuppoeOM , pur exemple^ quoil se.pro-- 
pose d'employer dix hommes à élever desiardeaux : si Ton désire easuite exé- 
cuter plus promptement cette élévation 9 on pourra toujours y emjpjoyer nxBMil- 
tanément vingt hommes; et, sans qu'il en coûte plus de journées, le même eSet 
sera effectué dans un temps moitié moindre* Cette diminution de temps» 
pouvant ainsi être obtenue à volonté, ne doit pas entrer en général catome 
élément régulier dans la valeur. Supposooa encore-que l'on considère une ma- 
chine à vapeur destinée à laminer du fer. Si Ton a intérêt à produire beauciMip 
de fer dans un jour, rien n empêchera d'employer simultanément : dedx ma- 
chines semblables; et alors, sana qu'il en coûte plua de charbon pour un 
poids déterminé de fer, on produira dans un jour,, avec deux machines, ce 
qu'une seule produirait en deux jours. Puisqu'on a la firculté de diminuer le 
temps qu'il faut pour produire une certaine fabrication, sans qu'il y ait dans 
les dépenses une différence très^sensiUe, le temps n'est donc pas, en général, 
un élément qu'on puisse faire entrer dans l'estimation de la valeur du dé* 
placement; ou, s'il peut y entrer quelquefois , c'est tout & fait en dehors du 
travail. 

La distinction entre le temps et le tiavail, dans l'évaluation des moteurs, est 
tout à fait semblable à celle qui doit se faire dans l'achat de certaines matières , 
entre la quantité qu'on achète et le temps qui sera employé à la livrer. Quoiqu'il 
soit souvent très-utile que la fourniture d'une marchandise qui s'effectue peu à 
peu , à tant par jour , soit terminée dans huit jours au lieu de l'être dans un moia» 
cependant cela n'empêche pas que la quantité de cette marchandise ne forme 
toujours l'élément principal du marché, et celui qu'on ne pourrait omettre 
d'énoncer dans le contrat de vente. 

Le nom de travail^ que nous avons adopté, nous parait très-propve à donner 
une idée juste de la quantité qu'il sert à désigner. On se rappellera facilement, 
lorsqu'on parlera du travail qu'un cheval produit par jour, que c'est Teffort avec 
lequd il peut tirer dans le sens du chemin, multiplié par ce chemin , on pins 
généralement, que c'est l'intégrale du produit de cet effort par l'élément .di9 ce 
diemin. Lorsqu'on dira que la vapeur fournie par un kilogramme de charbon 
produit une certaine quantité de travail^ on se représentera faeilemeiit que Cfstte 
quantité est la pression exercée sur le piston , multipliée par le chanÛQ qa'il 
décrit, ou l'intégrale du produit de la pressioa par la diffîrentieUe du cbedûil^ 

Les expressions de trawiU moteur^ travail résistant :j travail utHedtiramil 
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perdu , qui forment toutes les distinctions à établir dans remploi de ce mot 
pour la diéorie des machines , seront d*un usage clair et facile. 

Le travail ayant pour élément le produit dnn chemin infiniment petit par 
une force agissant dans le sens du chemin yraurait naturellement pour unité le 
travail qui résulte de Tunité de force , ou du kilogramme , exercée dans le sens 
du chemin, sur un point qui décrit Tunité de chemin, ou le mètre. Mais, 
comme pour les moteurtles plus ordinaire», tels que les chutes d'eau, les ani- 
maux et k vapeur, les nombres de ces unités, produites dans peu de temps, 
seraient trop considérables , et gêneraient les énoncés, on est généralement 
convenu de prendre pour unité le travail qui résulte d'une force de mille kilo' 
grammes y exercée mir tin point qui parcourt un mètre dans le sens de cette 
force. Cette unité parait la plus conyenable en ce qu'elle est assez petite pour 
dispenser d* un usage fréquent des ftactions, et qu'elle est néanmoins assez 
grande pour que l'on n'ait janiaisè énoncer des nombres trop considérables. 
Le travail que Thomme produit dans la journée est exprimé par des centaines 
de cette unité ; celui que produit le cheval, dans le même temps, par des mille; 
et celui des machines k vapeur et des chutes d'ean , toujours dans .une journée , 
Test ordinairement par des centaines de mille : ces nombres ne sont pas assez 
considérables pour être hors d'u^e. 

Il serait à désirer qo'on adoptât un nom pour cette unité de travail. Quelques 
mécaniciens ont {»opopé de l'appeler djnamie. Si l'on veut prendre ainsi une 
dénoaûnation dérivée du grec, on devrait y conserver quelque chose des racines 
Ar force et de chemin ; sous ce rapport, nous proposerions l'expression de djrna- 
mode; nous l'emploierons dans le reste de cet ouvrage. 

U est lûen important de ne pas perdre de vue que, pour que le produit d'une 
force par un chemin soit une quantité de l'espèce de celle que nous avons 
nommée travail ^ il faut que la force soit estimée dans le sens du chemin. A ce 
ai|jet,:nous ferons remarquer que, dans quelques ouvrages où Ton a donné des 
tableaux des quantités de travail qui peuvent être produites dans une journée 
par les hommes et par les chevaux, dans différentes circonstances, on a mis 
dans ces tableaux les chemins que peuvent faire un homme ou un cheval , en 
portant ou en traînant diflfêrents &rdeaux sur difi^rentes espèces de routes, et 
l'on a îascril le produit du diemin par le fardeau dans la même colonne que les 
<puuitités de travail , en leur attribuant le même nom. Sans doute il est utile de 
consigner aia»4ivers résultats sur le transport horizontal des fardeaux; mais il 



GoDoevoas unsjpatimQ solide qui tourne autour d* un axe horizontal, terminé 
par deux touriUona^iiqpo^int aur de« oDussinets ou paliers ; et supposons que ce 
système smt sounûa :àideuz Ibrcps extérieures, situés dans des plana perpendicu- 
laires k Taxe, l'une F, l'autre F» dont les momenU, par rapport à cet axe, soient 
Pp etP'p". Appelons a et a- les angles que font resy^tivement ces forces avec 
Thorison ; et désigaons^pair II le poidadu système. 

Les forces qui se produise^ sur les tourillons devront être telles qu'il y ait 
équivalence entre leSiforceiB extérieures et celles qui seraient capables de faire 
prendre aux molécules qui composent le système, si elles étaient entièrement 
libres, le mouvement qu elles prennent effectivement. Toutes les forces étant 
dans des plans perpendiculaires à l'iixe, on n'aura pas à considérer de compo- 
santes dans le sensde cet axe , on n'aura donc à poser que les équations qui se 
rapportent aux aommes des oomposantis des forces, suivant des lignes situées 
dans des plans perpendiculaires à l'axe de rotation du système, et celles qui se 
rapportent aux sonomes des momoits des forces. 

Prenons l'axe de rotation pour axe des 2, et l'un des tourillons pour origine 
des coordonnées z ; désignons, oonmie à l'ordinaire, par u et p les composantes 
horizontales et verticales des vitesses. Soient ( et 2;" les distances des plans verti- 
caux passant par les forces P et P' au tourillon pris pour origine ; / l'inter- 
valle entre les deux tourillons ; soient p çt p' les rayons des tourillons; toutes 
ces quantités «ovt les données de^ la question ; dédgnons par Q et Q" les fondes 
normales qui se produisent sur ces tourilfons, et par ^ et ^' les an^^ que ces 
forces font avec les horizontales tracées dans les plans verticaux qui les contien- 
nent, lesquels plans sont perpendiculaires & l'axe, lol^que les tourillons eont 
cylindriques; ces quatre quantités Q, Q', |3, f/ sont à déterminer; enfin soient 
/et/' les rapports des fipottements aux pressiona^ormales Q et Q". 

Si l'on remarque que Q et^Q étant perpendiculaires, Tan^ du firotlement 
/Q avec l'horizontale a pour sinus -^*C08|3, et pour cosinus sin/S ; que, de plus, les 
forces P et P' tendent par hypothèse à faire tourner en sens ccnitraire, les 
six équatfons d'éq«tvalence pour un corps solide fourniront les cinq suivantes , 
la sixième étant satisfiiite d'elle*méme, puisqu'elle se rapporte à la somme des 
composantes dans le sens de l'axe de rotation, lesquelles sont toutes nulles : 
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i^ . ^ = Pco» +Fco8a'+Qco8p+Q'co8p'4-yQ8inp4-/'Q'sln?', 

g al 



I? . J =P8ina4-F8in«'+Qsiii|3+Q'8iiifi'— /Qcosp— /'Q'cosp'. 

g Ut 

g at 

î?»^==CPcos«+ç'Fcc»«'^^co•p + i/QttD^ 
g at 

En désignant par Tangle décrit par un plan passant par l*axe et entratné 
avec le système quand il tourne , et par r le rayon vectenr mené de l'aTO k un 
point quelconque du corps, on aura : 

X = rcos • , y ^ rslno , 
d'où 

dx s= — yM , dy = xrfft , 
d» dB 

di^~''\dt) ~^'dô^ di'=^'^^\dtj +^^5?' 
ou, en posant ^ = Gè: 

du , dtù dv . . dm 

_ «•x-:r5j.; 2 -^ + ^57' 

A Taide de ces valeurs, les cinq équations du mouvement deviennent : 

m* 1 dtû 

— -2/w— -.-^2/5r = Pco««+P'cosa'+Qc<»jJ + Q'cosp'+/Q8inp+/'Q'8inp' 

<A* 1 dta 

--W + -- 57 3ïw=,P8ia« + F8lnc.'+Q8inp + Q'iliip' — /Qcotp— /'Q'cosp', 
i.^^r« = P/,-Fy-yQp_/'Q'p', 

— 72Rr»H— .-2r9'<^^^=CP8ioa + CF8in«' + /QsiB^*-^cotp, 

— ^xpjn—~. — ^ys=çPc«« + i;'Fcoi*'4-IQ«08P+f^8tap. 
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Dans les applications ordinaires le centre de gravité du système est sur Taxe ; 
on a donc : 

i.px =0 et ipy = 0. 

De plus, le corps est ordinairement terminé par une surface de révolution ayant 
pour axe Taxe de rotation même, ou du moins ce corps est symétrique, par rap- 
port au plan des xz et Aesjrz. On a donc aussi : 

ipxz ss et \pyz ^s « 

attendu que ces sommes se composent de termes qui sont deux à deux, égaux et 
de signe contraire. Dans ce cas^ les cinq équations deviennent : 

(1) Pco8a+Fco8a'+ Q (008 ? +/sinP) -h (^ (co8 p'+/'«in p') = , 

(2) Psin« + P8in«'+Q(sinp— /co8p)+<î'^sinp' — /cosp*) =0, 

(4) aPsina + CFsina + /Q (sinp — /cosP) = , 

(5) " cPcos«4-Ç'P'«>sa'4-/Q(cosp+/8inP) = 0. 



Posons 

(6) 

d'où 

(7) 



Q(cosp+/sinp)=X5 Q'(co8p'+/'sinp') = X'; 
Q(sinp-/cofp) = Y; ^(8inp'-/'cosp')c=Y'; 



les équations (i), (a), (4) et (5) donneront : * - 

__ ÇPCQga-ft'FcOSa' 

(8) { • 
^' ^ CPsina + c'Fsina' 

j , 

(9) l ' ' 

„ ^/— QPtina + (/-!;') F' gjna' 



— 129 — 



Pour trouver les points.où les frottements se produisent , il faudra déterminer 
les quantités cos(3y sîn^, cos/3', sin^'. On tirera des équations (6) : 

'^ \ . - 

(10) cosp = ^.. J^ ,, : siDp= -r^ . 



X' — fY' Y' 4- / 'X' 

formules dans lesquelles il faudrait mettre pour Q et Q\ leurs valeurs (7), puis 
substituer à X, Y, X', Y', leurs valeurs (8) et (9). 

Pour simplifier, désignons par op Tangledont la tangente est/*; par R' et R', 
les résultantes respectives de X, Y et de X', Y'; et par a et a' les angles que R 
et R' font avec Thorizontale; enfin supposons, ce qui arrive ordinairement , que 
les rapports/' ety soient égaux. . 

La force R étant la résultante de la somme X des composantes horizontales 
de Q et de/Q, et de la somme Y de leurs composantes verticales, on a 

R= K X' + Y' , et comme _, = cos © , ces valeurs de Q et Q' devien- 

dront : 

Q= Rcosip, 
(y^Rcosy. • 

D'ailleurs on a parla définition de Tangle a, 

X = Rcosa, Y = Rsina, 

X' = B'cos fl', -V Y' = R' sin a'. • 

Â l'aide de ces relations, les équations (10) et (i 1) qui donnent sin^, cos|3, 
sin (3') cos^' pourront être mises sous la forme 

cosp = C08(a+ç), sinp = sm(a -f-f), 

cosp'=co8(rt' + ?)? sin^=sîa(a' + y), 
d'où ' 

p = a+.^ et p'^o-'+f. 

La quantité 2- r*, qui figure dans l'équation (3), est ce qu'on uomoie 

ordinairement le moment d'inertie du système par rapport à Taxe de rotation. 

17 
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% 
Si on le désigne par k^ Féquation (3) pourra s'écrire 

ou, en supposant p' = p) ce qui arrive fréquemment: 

A^^ = P/,-F//-p8taT.(R+R') 

Cette équation servira à déterminer le mouvement angulaire du système , quand 
on connaîtra à chaque instant les forces P et F. 

Dans les cas lés plus ordinaires, les forces F et F' sont parallèles, ou à angle 
droit. 

Si elles sont parallèles, c*est ordinairement suivant la verticale, et de haut 
ep bas qu'elles agissent : en prenant Taxe des^ dans le sens de ces Forces, on 
aura ^ 

a = a'=:27(r, smaz=fAno^= — '1, COSa = C08a = , 

donc 



X = 0, Y = 
X'=sO, Y 



, (/_qP+ (/_;') F 



/ 
Far suite ^ ' 

Q=Y, Q' = Y'i 

mais 

. a :sd a' = 90*, sin a s sin a' ^ 1 ; 
donc 

Y =R, Y' = R'; 

ainsi 

R+R' = Y + Y =P + F, 
et Téquation du mouvement angulaire devient 

*5? ^P/'-Py-fCosfCP+F). 
Si les forces F et F' sont à angle droit , et qu'on ait 

a = !«(>•, al = 270*, 
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d'où 

sinasO, COSâ=: — 1, SÎn a' = — I , C08a'=s0; 

il viendra : 

A- j , I j . 

Des équations 

XssRcosa el YssRsÎDa, 
on tire 

langa=-î 



donc ici 



çP 



de même 

(/-OP 



tangiï'ss 



Les autres quantités se déterminent comme dans le cas général. 

Lorsque les forces P et F sont constantes en grandeur et en direction pen- 
dant le mouvement , les pertes de travail dues aux frottements sur les tourillons 
dans une seconde sont exprimées par 

■*2it/ig/Q et ^Ufffqf, 

n étant le nombre de tours dans l'unité de temps. Et si l'on a y^==y! et p'^=p « 
la perte totale a pour expression 

les pressions Q et Q' étant calculées d'après les formules précédentes. 

6i. Supposons maintenant que nous ayons deux systèmes de rotation, portant calcul de la pretsion 
chacun sur deux coussinets ou paliers, et liés entre eux dans leur mouvement ?âo"rdeul dentTdM- 
par Fengrenage de deux roues dentées ; les axes sont supposés parallèles. «Tirrouitôn do^nuê 

Concevons qu'une forcé mouvante P (fig. n), provenant d'un «moteur J|Jj;jJ«JJ|f"* "«•' P" 
quelconque, soit ap^quée au premier système en A, h une distance p de Taxe 
de ce système, et qu'une force résistante P' soit appliquée en C au second sys- 
tème , à une distance p' de son axe. Il se produira au point de contact B des 
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Si on ledésigne par A:, Téquation (3) pourra s'écrire 

ou, en supposant p'=p, ce qui arrive fréquemment: 

Cette équation servira à déterminer le mouvement angulaire du système , quand 
on connaîtra à chaque instant les forces P et F. 

Dans les cas les plus ordinaires, les forces P et P' sont parallèles, ou à angle 
droit. 

Si elles sont parallèles, c*est ordinairement suivant la verticale, et de haut 
en bas qu'elles agissent: en prenant Taxe des^ dans le sens de ces Forces, on 
aura t 

a=a'=s270% sina=8in(/= — '1, 00805= co«a=0, 
donc 



X = 0, Y = 
X'=rO, Y' 



/ ' 

/ 
Par suite "" ' 

Q=Y, Q=Y'i 

mais 

. ^ s? a' = 90», sin a=s %\na' 7= i/, 
donc 

Y =R, Y =:R'; 

ainsi 

R+R' = Y + Y =P + F, 

et l'équation du mouvement angulaire devient 

k^ = P/^- Py-f cos?(P+ F). 

Si les forces P et P' sont k angle droit , et qu'on ait 

a c= !«(>•, V =r 270*, 
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d'où 

sin a — , COSct = — 1 , sin a' = — 1 , cosa' s» ; 
il viendra : 









^, (/-ç)P V' ('-5')P' 


Des équations 






XsRoosâ et YasRsioa, 


on tire 






X . ■ 


donc ici 






. ÇP 


de même 









Les autres quantités se déterminent comme dans le cas généra). 

Lorsque les forces P et F sont constantes en grandeur et en direction pen- 
dant le mouvement , les pertes de travail dues aux frottements sur les tourillons 
dans une seconde sont exprimées par 

'2it/ig/Q et ^2nnf(f'q, 

n étant le nombre de tours dans l'unité de temps. Et si Ton si/'z=/,ei p=p , 
la perte totale à pour expression 

les pressions Q et Q' étant calculées d'après les formules précédentes. 

6 1 . Suf^KMons maintenant que nous ayons deux systèmes de rotation , portant calcul «ie la pretsion 
chacun sur deux coussinets ou paliers, et liés entre eux dans leur mouvement ^âa^neûl dentTdcn^ 
par Fengrenage de deux roues dentées ; les axes sont supposés parallèles. m^7e%ti*viiréQli^û 

Concevons qu'une forcé mouvante P (fig. m), jprovenant d*un i^Oteur J|JJ!JJ*JJ|f"^ "*•' p" 
quelconque, soit ap^quée au premier système en A, à une distance p de Taxe 
de ce système, et qu'une force résistante P' soit appliquée en C au second sys- 
tème , à une distance p' de son axe. 11 se produira au point de contact B des 
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deux engrenages une pression mutaelle : désignons par Q cette force estimée 
dans le sens de la normale. Si par le point B on conçoit un plan perpendiculaire 
aux axes, ce plan déterminera sur ces axes deux points que Ton pourra nommer 
les centres des deux systèmes : soient q el(f les perpendiculaires abaissées de 
ces centres sur la normale au point B; et soient s et s les perpendiculaires 
abaissées de ces mêmes centres sur la tangente. 

Désignons par y* le rapport du frottement à la pression. L'action mutuelle 
au contact se décomposera en deux forces : TuDe Q normale, et Tautre fQ 
tangentielle. 

Négligeons d'abord les frottements qui s'exercent sur les coussinets ou appuis 
des axes. Désignons par a> la vitesse angulaire du premier système, et par A: son 
moment d'inertie par rapport è l'axe de rotation. Nous aurons par l'équation 
des moments : 

Pour le second systèipe on aurait également, en désignant par des lettres ac- 
centuées les quantités analogues qui s'y rapportent , 

^^ = -F//+W=t/Q*', (B) 

le choix des signes, supérieurs ou inférieurs, dépendant du sens du glisse- 
ment , qui peut changer suivant certaines conditions , ainsi que nous le mon- 
trerons plus loin . 9 
Les vitessees &> et o' sont liées entre elles par la condition du contact ; car si 
l'on considère le mouvement pendant un tenips infiniment petit, on peut 
concevoir que l'élément de contact se transporte parallèlement à lui-même; et 
alors^ pour que le contact subsiste, il faut que les vitessea des deux corps au 
point de contact aient des composantes normales ^ales» Mais ces composantes 
normales du petit chemiin décrit par le point de contact sont respectivemeût 
égales aux petits arcs décrits dans le même temps par le pied des perpen- 
diculaires q et q'i el comme ces perpendiculairies varynt infiniaieat peu 
pendant le temps considéré, on peut r^rder ces petits arcs comme des aras 
de cercles ayant pour rayons q et q[\ la condition de leur ^lité sera donc ex- 
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primée par 

Dans les engrenages ordinaires, le point de contact étant très-sensiblement 

dans le plan même des deux axes, les rapports ^ et ~ sont égaux. Si l'on élimine 

Q encre les équations (Â) et (fi) en ayanl égard à Tégalité de ces rapports, on 
trouvera : 

etcomitae, de la relation çdwssjç'ii»', on tire 9^=^' -^j cette équation de- 
viendra : 

ou 



(- 



(*+'^.)j='''-'>-^- 



On peut retenir facilement cette équation en remarquant que, si lîon n'avait 
qu'un système de rotation , on aurait , en n^Ugeant toujours le frottement des 
coussinets, 

Pour' avoir égard au second système, on affectera le moment de la résistance 

P', appliquée è ce second système, du coefficient -,, et Ton ajoutera en même 

temps , au moment d*inertie h du premier système, le moment d'inertie V du 

second , multiplié par le carré du rapport ^,. 

Quand le plan tangent au point de contact passe par les axes des deux sys- 
tèmes, comme cela arrive ordinairement dans tear engrenages, en appelant r et 
r' les rayons qui vont des centres des systèmes au point de contact, on a 9=r 
et 9'=/^ ; et la formule précédente devient ; 



(i+4)^-=p,_p/.^ 
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OU bien 

** *+*'.^' 

Dans ce cas, i et $ étant nuls, ou du moins très-petits, le frottement a très- 
peu d'influence dans les équations (A) et (B) ci-dessus ; et Ton peut écrire : 

En mettant dans la première de ces équations la valeur d^^, on trouve : 

^~ kt'+Hf' ~'- k k! • 

p_ D'il' 

Pour simplifier cette valeur, désignons parP, et P', les valeurs de— et-^ 

c'est-à-dire les forces P et P' rapportées au point de contact, et dans la direction 
d'une perpendiculaire au plan passant par les axes ; on aura alors : 

Jl P' 4- — p 
^=-k-T—' 

Les coefficients^ et -- peuvent éire remplacés par des poids lï et II' qui, pla- 
cés au contact, auraient les mêmes moments d'inertie par rapport aux axes 1res- 
pectifs que chacun des systèmes conëidérés; car on aurait alovs, par exemple, 

nr' = Âr, d'où 3:^ H. Ainçi donc, on pourra écrire 

nP/+nT. 
^" n+.i' • ^^^ 

Cette équation pourrait s'étendre sans difficulté an cas où, au lieu d'avoir deux 
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systèmes de rotation , on en aurait un plus grand nombre. Alors on trouverait 
que le poids n devrait représenta* ççlui qui , placé auk points de contact et lié 
à l'une des dents qui le touchent et prenant ainsi sa vitesse, aurait la même 
forcé vive que Tensemble des systèmes de rotation qui se trouvent du côté au- 
quel répond cette dent. Le poids n' aurait une signification toute analogue pour 
les systèmes complémentaires répondant à Tautre dent et à l'autre côté du 
contact. 

La formule précédente qui donne la pression Q peut donc fournir, en général, 
le théorèm^e suivant : • 

Dans un ensemble de systèmes de rotation se conduisant les uns les au- 
tres par des engrenages y si Von calcule pour chaque côté du contact dans 
r ordre de la transmission du mouwm&U : x"" la force qui^ appliquée en ce 
point j peut remplacer toutes les autres ; 2*" le poids qui, en prenant la vi- 
tesse de la dentj aurait la même force nve que tous les systèmes de rotation 
de ce même côté; en multipliant chaque force par le poids qui répond au 
coté opposé et divisant la somme des produits par la somme^e ces poids ^ 
on aura la pression exercée pendant le numvement entre les aeux dents. 

On peut remarquer que , dans le cas où les 'forces P et P' seraient en rela- 
tion telle qu'elles ne pussent par elltt-mémes ni produire le mouvement, ni al- 
térer le mouvement existant , en d'autres ternies, si ce^ forces se Prisaient équi- 
libre, les forces fictives P. et P/ seraient égales. On aurait donc 

Q-P.= P/ 
ainsi qu'on le sait pour ce cas. 

Les moments d'inertie disparaissent alors comme facteurs communs , s|insi 
qu'on devait s'y attendre , puisque la solution de )a question to dépend plus que 
de considérations statiques. 

On tire de la- formule précédente (Z) une conséquence importante , sur la- 
quelle il est essentiel d'arrêter son attention. 

Dans beaucoup d'applications^ l'action d'une des forces, de P' |iar exemple, 
est intermittente, c'est-à-dire que cette force varie beaucoup d'intensité dans un 
même tour du système. C'est ce qui arrive, notamment, quand on a des mar- 
teaux ou des pilons à faire mouvoir; dans ce cas la force P' n*existe que par in- 
tervalles : die devient nulle à certains instants, pour reparaître ensuite avec une 
assez grande intensité. Or, on voit par l'équation précédente que la pression Q 
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au coatacty qui change de valeur en même temps que P/, variera cependant 
d'autant moins que P/ aura un |dus petit coefficient par rapport à celui de P.. 
Ainsi Finfluence de Fune des forces P/ sur la pression Q est diminuée par la gran- 
deur du coefficient n' relatif au système où elle est appliquée. 

Ainsi lorsque Ton veut ménager les dents d'un engrenage qui transmet le 
mouvement à un marteau de forge^ il faut que le système de rotation qui est in- 
terposé entre les dents et le marteau , ait le plus grand moment d'inertie pos- 
sible y ce moment étant rapporté au point de contact des dents. 

Lorsqu'il s'agit d'évaluer les frotteçaeuts à l'aide de la pression Q au contact, 
il suffît de calculer ainsi d'abord la pression Q par les fottnules précédentes , où 
l'on néglige les frottements,* on se sert ensuite de la valeur de Q obtenue de 
cette manière 9 pour calculer ces frottements. On conçoit que l'erreur commise 
est très-petite. 

Frottement des^ engrenages, 

62. Pour atfPprendre tous les cas dans une même formule, nous suppose-^ 
roDs que les^ans des deux roues fassent entre eux un certain angle d» et qu^l 
s'agisse ainsi de l'engrenage appelé conique. 

Nous désignerons toujours par Q la pression nomrale à l'élément de contact; 
elle sera sensiblement perpendiculaire au plan des axes, et est. supposée agir à 
une distance r de l'un de ces axes et à une distance r' de l'autre. 

Soient 9 et 6' les angles très-petits dont les deux systèmes ont tourné à un 
instant quelconque de la durée du contact de deux dents, depuis l'instant où le 
point de contact a passé dans le plan ^es axes. 

Les composantes normales des vitesses des pointsen contact devant être ^les, 
par la condition du contact même, la vitesse de glissement, ou la vitesse rela- 
tive , ne dépendra que des composantes tangentielles des vitesses réelles. On sait 
de plus que si Ton a deux vitesses simultanées c^, v^y représentées par les droites 
AB; AC (fig. 12), la vitesse résultante sera représentée par AD, troisième côté 
du triangle ABD, formé en mettant les deux vitesses bouta bout, chacune dans 
sa direction propre; mais que s'il s'agit dé la vitesse relative, c'est^-dire de la 
résultante de l'une dés deux vitesse» AB , et de Tautre prise en sens contraire 
BE=3 AC, ce sera le troisième côté du triangle ABE, ou ce qui revient au 
même ^ le troisième côté BG du triangle ABC , formé par les deux vitesses don- 
nées AB et AC partant d'un même point. 
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Cela posé, les vitesses absolues au contact, à un instant quelconque, sont 

r - . cl r -7-. 
di , dl 

Si on les projette sur le plan tangent, qui diffère très peu du plan des axes de 
rotation, on aura 

d9 dh' 

r --r- sInO , cl r' — - sin 0', 
ut at 



ou, à trèi-peu près 



dt di 



L'angle de ces composantes tangentielles sera d'ailleurs celui des roues , 
c est-à-dire i. La vitesse de glissement qui est le troisième côté du triangle 
construit sur ces deux composantes , sera donc 

i- V/r^o"dO* + /*^''d^' ~ 2/r'Wrfeift'.cos 8 ; 
dt 

mais les vitesses absolues différent très-peu de% vitesses normales, puisque le 
plan de contact diffère très-peu du plan des axes; et les vitesses normales de- 
vant être égales pour qu'il y ait contact, il en sera à très-peu près de même des 
vitesses réelles, et Von pourra écrire : 

d^ _ ,db' 
^ ^di^'^dF' 

en conséquence, TexpressioD ci-dessus deviendra 

di ^ ^ 



Si n et n' sont les nombres de dents des deux roues, on a 

/,V = nd d'oà e' = îî?. 
n 



\S 
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La viUfôse de glissement devient donc 






/m' • 



L'élément de travail dà au frottement s^obliendra en multipliant cette vitesse 
paryQ(i/,yétant toujours le'rapportdu frottement à la pression Q. Cet élément 
de travail sera donc 



, % /l . 1 acosa' 



La pression Q pouvant être considérée comme constante pendant la durée du 
contact des deux dents, on intégrera Texpression précédente dans cette hypo- 
thèse. Ainsi le travail perdu par le frottement qui s'exerce entre deux dents , 
depuis l'instant où le contact avait lieu dans le plan des axes, jusqu'à celui où 
le premier système a décrit Tangle 0, , aura pour valeur 



Ij^'^-y/h+i^ 



nn' 



Le travail de 1» pression noroiale Q pendant le même temps est QrO, ; si on 
le désigne par T, l'expression du travail dû au frottement deviendra 



>-iV^- 






iMais si, à l'instant où le contact cesse entre deux dents , il y en a deux autre» 
pour lesquelles il commence, dans le plan des axes, comme cela a eu lieu 
pour les deux dents précédentes , on a n9, z=. a»; ainsi le travail du frottement 
prend la forme 



"-'V^+^- 



2C0g<y 



La môme expression s'appliquant à toutes les dents successives, il suffit pour 
avoir le travail du frottement pour une durée quelconque du mouvement , de 
regarder T comme représentant le travail de la pression Q pour cette même 
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durée. Ce travail T dififérant peu de celui qui est transmis à la' roue , on peut 
prendre Tun pour l'autre; ce qui revient à négliger le frottement des touril- 
lons ou coussinets. 

Il peut arriver que le contact des dents commence au-dessous du plan des 
deux axes. Si Ton admet alors que, pour ce genre de glissement le coefficient/* 
reste le môme, et si Ion désigne par 9. Tangle décrit par le méridien qui passe 
au point de contact, depuis le commencement du contact jusqu'à l'instant où le 
point de tangence vient se placer dans le plan des axes, on aura pour le travail 
du frottement dû au contact des deux dents considérées, 



^yQr(V + 0\/i+,7, 



2cos^ 



Posons pour simplifier 6« = a9, , nous aurons 

«e. (1 + «) = 2r , 

^' + »/ = <^."(i + «')» 
et par suite 

«Q'^.'(i+«)'=2irT. 

En se servant de ces relations, le travail du frottement peut s'écrire 



AT(l4-«*)\ /l , 1 2cos* 



nn' 



Cette expression devient un minimum pour a=3 1 , ou G, = 6, , c'est-à-dire 
quand le contact commence et finit à des distances angulaires égales au-dessous 
et au-dessus du plan des axes. Elle se réduit alors à la moitié de ce qu'elle est 
quand le contact se fait entièrement d'un même côté du plan des axes. 

Quand les roues sont dans un même plan, mais qu'elles sont extérieures 
l'une à l'autre, comme cela arrive le plus souvent , on a 3 :=: i8o* et cos3= — i . 
L'expression ci-dessus se réduit alors, dans le cas du maximum, c'est-à-dire 
pour a =: O , ou pour a = oo , à 



Hl.+i)> 
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cette expression de la perte de travail due au frottement des engrenages est 
celle dont on fait usage le plus fréquemment (*). 

Lorsque Tune des roues est intérieure à rautre, on a d=:o et cos3= i, 
l'expression du travail perdu devient alors 



/-a-^) 



On voit que sa valeur est bien moindre que si les engrenages étaient ex- 
térieurs. 

Il est bon de remarquer que, lorsque les engrenages sont neufs, bien que 
les choses soient disposées pour que plusieurs couples de dents touchent à la 
fois, il arrive toujours qu'il n'y en a réellement qu'un en contact. Dans ce cas, 
les nombres désignés par n et // dans les formules ne sont plus les nombres de 
dents que portent les roues , mais seulement les nombres de dents qui touchent 
pendant un tour. Si , par exemple, les contacts n'ont lieu que de deux en deux 
dents, les pertes par le frottement sont doubles, puisqu'elles sont en raison in- 
verse des nonibres n et n!\ et cet état de choses dure jusqu'à ce que le frottement 
ayant usé les dents qui se touchent, les autres finissent par s'atteindre, et agir à 
leur tour Tune sur l'autre. Ainsi, ce n'est pas seulement parce que les surfaces se 
polissent que les engrenages donnent moins de pertes par les frottements quand 
ils ont servi quelque temps, mais parce que toutes les dents arrivent alors régu- 
lièrement au contact, chacune à son tour. 

Calcul du frottement f pour le plan incliné et le coin. 

63. Soit un coin , ou un système quelconque, placé sur un plan incliné, et 
sollicité à descendre par.un poids P (fig. i3), tandis qu'une force horizontale R 
tend à le faire monter. Si l'on appelle N la composante normale de la somme 
des résistances que le plan exerce sur le coin, et y le rapport du frottement à 
la pression ,y*N sera l'expression du fit>ttement. Pour l'équilibre, on devi*a avoir, 



(*) Cette formule est due à M. Ponce Ict. 
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entre les compesaotes verticales des diverses Forces , la relatioQ : 

P+/Nsina— Ncosa=0, 

et, entre les composantes horizontales, la relation : 

R— /Nco§«-N8Îna=0, 
doù l'on tire, en éliminant N, 

^^ P(giDa-f/C08«) ^ P(Unga4./) 

cosa— /slaa 1— /tanga 

Si la force R est simplement destinée à soutenir le coin, la composante /N 
change de signe, et on trouve : 

^^ P(taDga-/) 
l-f/tanga ' 

En posanty=?tangcp, les deux formules pourront décrire : 

R=PUng(aztç),. 

le signe supérieur se rapportant au cas où la force Rest mouvante, et le signe 
inférieur au cas où elle est résistante. 

Si Ton désigne par R' la valeur de R relative à ce second cas, et que Ton con- 
tinue à écrire R dans le premier, on aura entre les forces R et R' nécessaires Tune 
pour faire monter le. coin, et Tautre pour Tempécher seulement de descendre, 
la relation 

lang(a-fç) 

Lorsque a est moindre que cp> la valeur de R^ est négative, ce qui signifie que 
dans ce cas il faut exercer un effort sur le coin pour l'obliger à descendre. 

Soit (fig. i4) l'angle BÂD=s<f , et soient DACs=:DÂC;=a. Si Ton mène U 
droite MN perpendiculaire à AB, les longueurs MN et MM' seront entre elles 
comme les forces R et R'. 

Si le coin reçoit l'action d'un corps supérieur qui n'avance pas avec lui, 
comme serait un corps à comprimer^ il y aura frottement sur la face supérieure 
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ÂB(fig. iS), du coin. Appelons P refTort que le corps à comprimer exerce 
normalement à la face ÂB;/^P sera le frottement sur cette face; conservant 
les notations précédentes, on trouvera, en opérant comme ci -dessus : 

^^ P[sin« + (/4-nc<)S«— /^9inal ^ P[(l-^)taPga+/4/^ 
COSa— /"sîna i—/\atïgaL 

G;tte formule s'applique au cas où la force R est parallèle à Tune quelconque 
des deux faces du coin. On en tire pour la pression P produite sur le corps à com- 
primer par l'action d'une force R parallèle à la face AB, 

R(t-/tanga) 



(l-^]tang «+/+/'* 



S'il s'agissait seulement de maintenir le coin dans sa position , le signe du 
frottement changerait, et on aurait : 

p, P[(l-#')taii8«-/-r] 
'^" l+/langoi 

Cette force sera négative quand on aura a < 9+f^ l'angle ff étant celui dont 
la tangente est /^. C'est-à-dire qu'il faudra appliquer cette force en sens 
contraire de la direction primitive pour pouvoir retirer le coin. 
Entre les forces R et R', on aura la relation ; 

n-R i- Vt>P8« (l-^)taiiga-/-r 
''-"''• 1+/tang«' (l-^)tang.+/+/'' 

Supposons maintenant que la force R divise en deux parties égales langle 
formé par les faces du coin. Soit 3|3 cet angle, et P la pression normale exercée 
sur chacune des deux faces; on trouvera facilement : 

R=2P(8înp4-/'co«P), 

ce qui donne pour la pression P exercée par chaque face du coin sur les obsta- 
cles extérieurs, en vertu de Taction d'une force R dirigée suivant la bissectrice 
de l'angle des faces , 



î*sinp+/co»p' 
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Si Von ne veut que maintenir le coin , la force R' nécessaire s'obtiendra encore 
en changeant le signe de y*, ce qui donnera : 

R'=2P(8inp-/co5p). 

Cette force sera négative pour ^<,(fi c'est-à-dire qu'alors la force nécessaire 
pour retirer le coin aura pour expression : 

— 2P(sînp— /cospj. 

Entre les forces R et R', on aura la relation : 

8inp-/ooBp tangp-/ 

'^-^'"'sm^+fcos?^ ' tangp+/' 

Ces calculs s'appli(|uent à l'embrayage par frottement. Il consiste en un cône 
plein qui entre dans un cône vide comme un robinet ordinaire; le cône plein 
glisse sur un axe, et est amené contre le cène vide au moyen d'un levier. Soit 
n le poids du cône plein, ^ Tangle générateuf tlu cône, R l'effort exercé à l'aide 
du levier sur la tète du eône plein;/' le coefficient du frottement du cône plein 
sur son txe; y le coefficient du frottemeui des deux cônes. La force réellement 
appliquée k la tôte du cône sera : 

R-/'n. 

La somme des pressions normales exercées par le cône plein sur le cône vide 
(laquelle somme joue ici le même rôle que aP dans la théorie précédente), aura 
pour expression 9 d'après ce qu'on a vu, 

R-rg 



sinp+/cosp 
Ainsi le frottement des deux cônes sera exprimé par 

Si l'angle ^ est très-petit, cette valeur se réduit sensiblement à 

- R— yn. 
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DésigDOos par P la somme des pressions normalesj dous aurons, eomme on 
vient de le dire , 

r- ^-rn 

s«np+/coBp' 
doù 

R=rn+P(8fap+/co»?). 

Si 1 on veut avoir la force R^ nécessaire pour retirer le cône plein , il faudra dans 
celte formule changer à la fois les s^nés de R, de/' et de /, ce qui donnera : 

R'=/'n4-P (/cosp-sinp), 

et par conséquent , eu éliminant P, 

/cosp— MUp 



R'=/n+(»-/'n;. 



/cosp+siup 



Dans les cas ordinaires, on embraye pendant le mouvement; et, comme la 
vitesse de rotation est beaucoup {jl^s grande que celle avec laquelle le cône plein 
se rapproche du cône vide, il en résulte que le frottement des deux cônes 
a' exerce dans un plan presque perpendiculaire à la direction de fai force R--^n; 
il ne vient donc plus au secours de la composante P sin ^ de la pression nor- 
male; on peut alors négliger le terme /*cos |3 au dénominateur de P« ce qui 
donne sensiblement : 

siDp 
et 



/P= 



siop 



On donne ordinairement à sin ^ une valeur d*au .moins r^; si pour avoir une 

idée du frottement qui lie les deux systèmes et donne la force de Tembrayage , 
on prend pour des circonstances ordinaire8y=o, 28, on trouve pour le frot- 
tement : 

/P«&,60(R-rn). 
Pour retirer Tembrayage, le frottement agira dans le sens longitudinal , on 
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aura donc, comme plus haut : 

R'=/'n+P(/coap— siDp), 

ou, en mettant pour P sa valeur actuelle , ^ , 
^ sinp ' 

R'=rn+(R-/'n(^p-,). 

Vis à filet triangulaire. 

64. Le frottement, dans la vis à filet triangulaire, pourrait se calculer par 
approximation à l'aide d'une certaine analc^e avec le coin enfoncé entre deux 
plans inclinés; mais il sera plus rigoureux de reprendre les calculs. 

Mous réduirons toujours la surface du filet à une seule hélice moyenne. Le 
système de la vis, dont nous supposerons, pour fixer les idées, l'axe vertical, sera 
soumis aux forces suivantes : i"* Un couple de forces R agissant horizontalement 
aux deux extrémités du levier qui la fait tourner pour l'élever; n^ une force P 
agissant verticalement de haut en bas sur la tète de la vis , et formant la résis* 
tance; 3"* les pressions que l'écrou exerce sur la vis dans la direction des normales 
à la surface des filets, et les firottements le long de cette surface dans Wdirections 
des tangentes à l'hélice moyenne. 

Nous désignerons par Q la somme des pressions normales sur le filet de la 
^'isiyQ ^^^ Id somme des frottements tangentiels. On va voir que c'est en efiet 
la somme de ces forces qu'il faut considérer ici , bien qu'elles soient exercées 
dans des directions différentes, parce qu'elles font toutes les mêmes angles avec 
l'axe sur lequel on doit les projeter, ou,, en d'autres termes, suivant lequel on 
doit en prendre les composantes. 

Désignons par aTangle d'inclinaison de l'hélice par rapport au plan horizon- 
tal , et par ^ l'ange que la génératrice inclinée de la surface de la vis fait aussi 
avec le plan horizontal. 

La pression sur le filet de la vis agira dans la direction de la normale, c'est- 
à-dire dans la direction d'une droite perpendiculaire à la fois à l'hélice et à la 
génératrice. Pour avoir l'angle qu'elle fait avec l'axe vertical de la vis, nous la 
rapporterons à trois axes rectangulaires, dont l'un, l'axe des z, sera l'axe même 

19 
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de la vis, Taxe des x passant par le point de la surface du filet où passe la nor- 
inale considérée. Les cosinus des angles que la génératrice du filet fait avec les 
iixrîs coordonnés seront alors : 

avec l'aie des .z* , cos^; nous le désignerons par a 
,r, b 

Zy SÎD P C, 

Les cosinus desaugles que fait avec les mêmes axes la tangente à Thélice pour 
cp point situé dans le plan drs zx , seront 

avec Taxe des j: , ou a 

y , coi a 1/ 

Zy . &in a c\ 

D'après les règles connues de l'analyse appliquée à la géométrie, si une 
droite est perpendiculaire à deux autres faisant avec les axes des angles dont les 
cosinus sont a, 6, c et a\ b\ c'\ elle fera avec les mêmes axes des angles dont 
les cosinus seront 

bc'—cb' 
avec l'axe des x , — ■ ■ 

\/{aU — ba'Y + (cd — ad}" + {bc' — cb'f ' 
• ca' — ad 

^' y/iaU — ba!f + [ca! — ady + [bd - cb^' ' 

aV^bci 

\/[aV — bd)^ + {ca' — aéf -f {bd — cUf 

Ainsi dans le problème qui nous occupe, la normale fera avec Taxe des ^ un 
angle qui aura pour cosinus 

cos3sina ,. cosdtansa 

— ou bien ° , 

K ces* a + cos* ? sin' « V \ +taiig'«cos'P 

et avec Taxe des z un angle qui aura pour cosinus 

cosp . 
\/l + taiig'acos*p 

Le frottement sur le filet agissant dans la direction de la tangente à l'hélice 
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fera avec Taxe de la vis, ou Taxe des z, un anglt^ dout le cosious sera sina. 
Pour réquîlibre de toutes les forces appliquées à la vis, il faudra, entre 
autres conditions, que la somme des composantes dans le sens vertical soit 
nulle , ce qui donnera 

V/l + lang'acos'p 

Prenons maintenant les momenls par rapport à Taxe des z. Pour cela, 
rappelons que si x ^jr^ z sont les coordonnées d'un point où est appliquée une 
force F, qui fait avec les axes les angles X, fx, v , le moment de cette force par 
rapport à Taxe des z est 

F (xcosfA — ^cosÀ). 

Pour la pression normale Q on a 



awu = 



\/l +laiig'«cos'p 



Le poinl où la force Q est appliquée, étant pris sur Taxe des jc à la distance 
rde l'origine, on a j^=:o et x=r; ainsi le moment de Q devient 

Qrcosptang» • 



\/l+tang'acos'? 



Si Ton admet que la force R qui agit à chaque extrémité du levier, soit aussi à 
la distance /* de Taxe, l'équation des moments, en supprimant le facteur com- 
mun r, sera donc 

Vi+ lapg'acos'p 
Éliminant Q entre les relations (i) et (a) , on trouvera 



f*2) 



2R => cosP taoga +/cûs« y/i + taog' « cos'3 
cosp — /sinaï/l +lang'acos*p 



(3) 



Telle est la relation entre la force P appliquée sur la tête de la vis, et la 
force R appliquée à chaque extréniité du levier qui la fait tourner; cette force R 



— 148 — 

ùianl rapportée à la dislauce de Taxe où se trouve Thélice moyenne sur laquelle 
on peut supposer qu'agit le frottement. 

Cette formule redonne celle qui convient à la vis à filet carré, c est-à-dire 
celle du coin sur un plan incliné (63) , quand on y fait p =o; car on a alors 

I — /langa 

Si le frottement était nul , l'angle ^ cesserait d'avoir de l'influence sur la 
force R, car en faisanty=:o dans la formule générale , on trouve 

2R = Planga. 

Si fangle (3 devient très-grand^ la force R devient très-considérable, en 
raison de ce que le dénominateur est très-petit; et les valeurs de (S, a et /* 
peu veut être telles que R devienne infinie, c'est-à-dire qu il soit impossible de 
faire mouvoir la vis, quelque considérable que soit la force aiouvante R. 

Si , au lieu de vouloir vaincre la résistance P en faisant tourner la vis à l'aîde 
des forces R , on fait agir ces forces. R en sens contraire pour faire descendre la 
vis dans le sens de l'action de la force P; alors R et P seront des forces mou- 
vantes , et le frottement sera la seule force résistante. On devra , dans les for- 
milles précédentes, changer le signe de/* et de R ; et l'on aura, en changeant 
ensuite les signes des deux membres, 

j. ^p /cosaki + taDg'acosp— cosptarigg 
cos P +/i»ln « Ki + tang'aoos' p 

Si l'angle ^ est très-petit , on peut prendre cos^=: i , et 

ce qui donne 

Ibrmule connue pour la vis à filcts'carrcf. 

Si , au contraire , l'angle ^ est très-grand , cos ^ devient très-petit , et si Ion 
peut négliger cos|3 tanga devant/cosa , on obtient 
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2R=P /^^. 
co6p+/8in« 

On voil que dans ce cas, la force R croit avec f. 

Calcul du Jrotlement dans la m sans fin. 

65. Les points de la vis et de la dent de la roue qui sont en contact décrivent 
des cercles dans des plans perpen liculaires. Les vitesses angulaires doivent être 
telles que les vitesses effectives décomposées suivant la normale commune aux 
surfaces en contact soient égales. La surface du contact est celle du filet de la 

vis; la normale fait avec Taxe de la vis un angle a dontla tangente est ~, tétant 

la hauteur du pas de la vis , et r le rayon qui va de Taxe de la vis aux points en 
contact. Si « est la vitesse angulaire de rotation de la vis , r» sera la vitesse 
effective du point frottant appartenant à la vis. La vitesse effective du point 
frottant appartenante la roue sera rV; / étant le rayon qui va au point de 
contact et tj la vitese angulaire de la roue. Les composantes suivant la normale 
à la sur&ce du filet devant être égales , on aura : 

rt» 8ina=/^M'C0Sa. 

La vitesse de glissement doit être la résultante des vitesses à angle droit r6) et 
rVy wtm elle sera : 

/v»(/^l-t-tang»a 
on 

COSflt*^ 

Si P est ta pression normale, le frottement sera^P. Si R est la force appliquée 
à la vis et rapportée au milieu de la largeur du filet, on aura la relation connue 

R=Psin«-f/Pco»«, 
d'où 

rioa-f/cOS* 
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Le travail perdu en frottement sera Fintégrale 



COSa ' 

OU 



p- 



cosa(nn«-K/'cosa/ 
Si T est le travail transmis à la vis dans un certain temps, on aura : 

T= f^rudt; 
ainsi en désignant par T^ le travail perdu en frottement, on aura : 

/T 



Tr 



-8in2a-f-/cos'3t 



On voit que la perte deviendra sensiblement égale à T^ si Tangle a devient 
très-petit; ainsi la roue ne recevra qu un travail insensible, et tout ce qui est 
communiqué à la vis sera perdu par le frottement. 

Cette formule suppose qu'on admette que le point de contact est situé de 
manière que la vitesse de la roue doit sensiblement parallèle à faxe de la vis; si 
elle lui était un peu inclinée^ il y aurait un terme de plus pour la vitesse de 
glissement dans le sens du rayon delà roue, composante que nous avons négligée 
dans les calculs ci-dessus. 

Supposons maintenant que Ton ne néglige pas l'angle que la vitesse du point 
frottaut appartenant à la roue fait avec Taxe de la vis; soit 9' cet angle et r le 
rayon qui va au point de contact, 6 l'angle qui a été décrit en même temps 
par la vis et r le rayon de la vis qui va au point de contact j il faudra que les 
vitesses normales à la surface de la vis soient égales; ainsi on devra avoir : 

rfÔ.riina = r^£/0'. C086'.C0Sa. (AJ 

Or, la >itessede glissement est )• .. r 

ou bien 



rr/0\/ l+tang'a.-_,. 






in \ 1 • •- 
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On peut remplacer — ^ par i +9'% et alors on a : 



cos*e' 

rrfe V/i-f tang'a+e" tang'a; 
mais 

1-f taDg'a>100'*taDg'a; 

usant ici de la transformation de M. Poncelet qui donne V^i+j;'=:i+ z^» h 
un i538* près, on aura : 

L \ 20V/l-f Uing'«/J 

ou, laissant en gênerai |3 pour la fraction —, 

'^^^•(î + pû'sîna). 



COSa 

Or y on a en intégrant Téquation (A) , 

résina = r'sin Ocosoc ou r6Ungz ^ /^6', 



d*où 



r6 
ô'srp-langaj 



substituant dans la vitesse de glissement, on aura 

f-frrfO--. tangua. 

En intégrant le travail élémentaire , on trouve d'après cela 

/R ;^ . . /R ^ -,„^, 

(Sina 4-/C0S>) • rosa "^ ^ (sin a+/C08(x) ' ar' •" 8 ^ » 

m^is 

RH^=T, 5 = 0', cl = — , 

71 étant le nombre des dents. On obtient donc enfin pour le travail perdu 
7^^-T : + P -r-^ <ang« . -. 

C0Sa(Sin3e+yC0Sa) ' '^ Sin« 4-/C0Sa ® n 
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Le travail perdu en frottement sera l'intégrale 



p- 



cosa ' 
ou 

/ fKnùdt 
C0Sa(sina-h/'c08a/ 

Si T est le travail transmis à la vis dans un certain temps, on aura 

T= /ft/v^/; 
ainsi «n désignant par T^ le travail perdu en FrottemeHty on aura : 

/T 



Tr = 



-•sin2a-f-/<^5'a 



On voit que la perte deviendra sensiblement ^ale à T^ si Fangle a devient 
très-petit; ainsi la roue ne recevra qu un travail insensible, et tout ce qui est 
communiqué à la vis sera perdu par le frottement. 

Cette formule suppose qu'on admette que le point de contact est situé de 
manière que la vitesse de la roue doit sensiblement parallèle à f axe de la vis ; si 
elle lui était un peu inclinée^ il y aurait un terme de plus pour la vitesse de 
glissement dans le sens du rayon de la roue, composante que nous avons négligée 
dans les calculs ci-dessus. 

Supposons maintenant que Ion ne néglige pas l'angle que la vitesse du point 
frottant appartenant à la roue fait avec Taxe de la vis ; soit 9' cet angle et r le 
rayon qui va au point de contact, Tangle qui a été décrit en même temps 
par la vis et r le rayon de la vis qui va au point de contact; il faudra que les 
vitesses normales à la surface de la vis soient égales; ainsi on devra avoir : 

rfô.r8ina = r^//6'. C0S6'.C0S«. (A) 

Or, la vitesse de glissement est 

ou bien ■ ^ 



rcft\/ l+'^T'i^'- 



-(»') \ JL • I- 
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On peut remplacer — ^ par i +9'% et alors on a : 

rrfe V/i-f tang'a+e" tangV; 
mais 

1-f tang'a>iO«'*UDg'a; 

usant ici de la transformation de M. Poncelet qui donne V^i+j;^=:i+ z^» h 
un i538* près, on aura : 

L \ 20V/l-f Uing'«/J 

ou, laissant en gênerai |3 pour la fraction —, 

rdb 

(f + pO'sina). 



COSa 

Or, on a en intégrant Féquation (A) , 

résina .=: r'sin cosoc ou r6Ungz ^ r'e', 
Joù 

:. Ô' = ^UDgai 

substituant dans la vitesse de glissement, on aura 

-^prrfe—tangS. 

COSa V 

En intégrant le travail élémentaire , on trouve d'après cela 

/R re ^ /R rV 

(sina4-/C0S>) • rOSa "*" ^' (Sin a 4-/008(1) ' '2r^ ^^"^ ""' 

mais 

RH^=T, ?r=:0', cl = — , 

r H ^ 

n étant le nombre des dents. On obtient donc enfin pour le travail perdu 
P^-T r + P -r-^ <ang« . -. 

COSa(Sina+ycOSa) ' ^^Sina-f/C^» « 
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De la raideur des cordes. 



66. On a reconnu qu*il fallait dépenser un certain travail pour plier une 
corde, et que celui qui est nécessaire pour la déplier est insensible. 

Pour plier un mètre de longueur de corde, dont le diamètre est d^ sur une 
poulie dont le rayon est R, il faut dépenser un travail proportionnel à 

^(^4-fcP). 

F étant la force de traction de la corde du côté où elle s*enroule; cela revient 
à dire qu'elle doit être tirée avec une force qui , indépendamment des autres 
circonstances , peut se représenter par 

P+^(« + W). 

pourvu qu'on détermine convenablement par des expériences les coeflkients 
numériques a et h. La formule ci-dessus a été vérifiée jusqu'à des tensioiis 
de 5oo kilog. 

L'exposant f^ va à 1^80 pour des cordes un peu neuves et s'abaisse k 1,40 
pour les vieilles cordes. On peut le prendre de 1,70. Pour une corde de o*,oa 
de diamètre 9 on a : 

^{^•^80,1113 et 61^*^ SB 0,00487; 

Pour une corde goudronnée, de 3o fils de caret et de o*,oa3 de diamètre, 
ou a 

a€f.- = 0,1748, fc<if* = 0,00627. 

Pour les cordes goudronnées, au lieu d'avoir égard au diamèire, on calcule 
les coefiicients adft^ bdf^ d'après ces derniers nombres, et dans la proportion 
du nombre de fils de caret. 

Il faut un repos de 5 à 6 minutes pour que la corde reproduise la même lé- 
sistance pour se replier et pour qu^elle n*en prenne pas davantage pour se plier 
en sens contraire comme cela arrive souvent. 
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Si Ton a «ne pouHe dont le rayon soit R, et qu elle porte des tourillons dont 
les rayons soient r, que le coefficient du frottement des matières des tourillons 
sur les crapaudines ou la chappe soit représenté par f^ que P soit la force mou- 
vante appliquée à la corde et P, la force résistante, on aura : 

PR = P.R+(P+P.) -— ^+(a+fcP.)rf'*, 



ou , en appelant /' le quotient dey par V i+y% et tirant la valeur de P, 



r W 



R ' R 



Ainsi , si T est le travail moteur reçu par un c6té de la corde dont chaque 
point descend d'une hauteur h , le travSil résistant exercé de l'autre côté sera : 



O-^'i) 



^H 



R 



.+ri • "' 



R 

On perdra d'autant moins qu on agira avec une plus grande force P. 

Une corde ne doit pas être chargée de plus de 40 kilog. par fil de caret , ou 
environ 3,ooo,ooo d" kilog. , d étant son diamètre exprimé en mètres ; ou en 
exprimant d en centimètres , 3oo d^ kilog. 

Si Ton fait pour abréger 

R R . 

= « et -"P. 



on aura 

P. =«P-p. 

Si Ton avait une suite de poulies semblables , on trouverait 

20 
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P. = «P.-P, 
etc. , 
et par suite 

Ainsi le travail transmis pourra finir par devenir nul; cela aurait lieu si l'on 
avait «"P ( I — «) = p Ci — «") ; d'où 



logo 



Si l'on prend y par exemple, une poulie pour laquelle on ait R = o,io, 
r=o,oo7, rf=o,02, /=:o,i5, et par suite y^r=o,i4, on aura k peu près 

ad'' bd^ 

— =1,112, _ =0,048, 

et par suite 

a = 0,93, p= 1,05. 
Ainsi 

P,= 0,93P — lk,OB. 

Avec 8 pouliea on aurait 

P. sr 0,595 P — 6k,54. 

Si la corde, toujours non goudronnée, eût eu o,o4 de diamètre, les touril- 
lons de la poulie o,oi , et la poulie o,i5 les valeurs de ^ et ^^ eussent été 

R R 

les précédentes multipliées par a'" x J^ ou à très-peu près par a, Sa. Ainsi on 



aurait eu 



ad/^ ^ bd'' 

— =2,580, _ = 0,111, 

/"' ^ = 0,0098 r 
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tloù 

ot=0,88 et p = 2,30, 
par suite 

P, = 0,88P— 2k,30. 
Avec 8 poulies on aurait 

P,=rO,57P — 8^23. 

Dans le cas des moufles , on aurait pour la résistance une force qui, au lieu 
(l'être hPy serait 

Q=«P. + P.+ P,,-.. + P.,; 



en mettant la valeur de P,, P., etc. , on trouve 




'^-'^* 1-. 1-. ' 1-a 


■ 1 — a 


OU bien encore 





1 — « i — «L (i — «)J 

Ainsi pour une moufle de 8 poulies semblables à celles du premier 
exemple ci-dessus , on aurait 

Q = 5,80P — 35^57 au lieu de Q = 8P. 

Dans le deuxième exemple , on aurait 

Q =: 3,15P — 92>',97 au lieu de Q = 8P. 

Si Ton se sert d'une corde pour communiquer le mouvement d'un arbre à un 
autre I il faudra que la tension du côté le moins tendu, soit le quart de la force 
qui est donnée par le travail à transmettre ; il en résulte qu'en désignant par R' 
et R" les rayons des deux roues, par u' et té' leurs vijtesses angulaires, et par T 
le travail reçu par le premier arbre, la perte de travail résultant des deux 
ploiements de la corde sera 

Si Ton veut comparer la perte totale due à la roideur de la corde et aux frotte- 
ments sur les axes, à celle qui aurait lieu avec un engrenage pour transmettre 
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le mouvement entre des arbres horizontaux dans le même plan , on devra 
ajouter à Texpression ci-dessus , celle qui exprime la perte par les frottements 
sur les deux axes ; et comparer la somme à Texpression qui exprime la perte 
analogue pour Tengrenage. 

Or, on aura d'abord pour les frottements dans le cas de Temploi de la corde, 
en supposant que les tourillons des deux arbres soient entièrement semblables , 
et d'un rayon p, et en représentant par tt' et fl\ les poids des deux arbres 

en représentant par R le rayon du point où agit la force mouvante du premiei* 
arbre , et par R"'' celui où agit la force résistante du second arbre. 
Dans le cas de l'engrenage, on a 

Dans le cas où les cordes sont verticales, et où les roues sont l'une au-dessus 
de l'autre , on aura pour la perle due aux frottements sur les quatre tourillons , 
supposés toujours placés symétriquement par rapport au point où sont les roues 
de communication du mouvement 



ou 






w^î+r 






T TR" 

on si k" remporte sur la somme des forces -rsr, et ,-.,^„ , 
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Du frottement de roulement. 

67. Lorsque les matières dont sont formés les corps solides en conlacl ne sont 
pas d'une très-grande dureté , il se produit dans le roulement une perte de 
travail qui est due à la compression au point de contact. H y a des circonstances 
où Ton ne peut négliger ce frottement. 

Concevons qu'un cylindre A (fig. 1 6) roule sur un plan horizontal en appuyant 
sur ce plan avec un effort assez considérable pour le comprimer un peu. Il résul- 
tera du petit enfoncement produit sur le plan en B, qu'il faudra que le moteur 
dépense un certain travail pour, opérer la compression successivement en tous 
les points du plan où passe le cylindre. Supposons que l'effort de ce moteur soit 
une traction horizontale appliquée au centre du cylindre. Ce dernier, pendant 
son mouvement , pourra être considéré comme soumis \k une force résistante 
agissant de bas en haut, de C en D» un peu en avant du point le plus bas, et 
passant en avant du centre A du cylindre. 

Quand même le plan B serait d'une matière très-élastique, et capable ainsi 
de se relever complètement après le passage du cylindre, ce passage ne donne- 
rait pas moins lieu à une perte de travail; c'est ce que l'expérience prouve, et ce 
dont on peut se rendre compte, en remarquant que la petite force motrice qui 
se produit à l'arrière du cylindre par le relèvement du plan ne pourrait rendre 
un travail moteur égal à celui qui a été consommé à l'avant par la compression, 
qu'autant que les ébranlements produits dans l'intérieur de la masse auraient 
cessé entièrement après le passage , ce qui ne peut arriver , eu é^rd k la pit)pa- 
gation de ces ébranlements. 

Les frottements de roulement pour les métaux durs, et même pour les bois, 
sont peu de chose. Ils croissent à mesure qtie le diamètre diminue. On se rend 
facilement raison de cette loi en remarquant que lorsque le cylindre a un dia- 
mètre plus petit, il comprime davantage chaque point où il passe, et qu'il eu 
résulte en définitive une plus grande consommation de travail pour une certaine 
longueur parcourue sur le plap. On trouvera dans les traités de mécanique pra- 
tique les principaux résultats de l'expérience, relativement à l'évaluation du frot- 
tement de roulement. 
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Des pertes de travail dans te choc. 

68. La seule c[uestion de ce genre que Ton ait à résoudre dans les applica- 
tions, est celle qui se rapporte au choc de deux systèmes de rotation , en y corn- 
prenantcomme cas particulier celui où Fun des systèmes n*a qu'un mouvement 
de translation. Cest ainsi, par exemple, qu'on peut avoir à déterminer les pertes 
de travail occasionnées par le choc d'une roue à cames contre un marteau de forge 
ou contre les pilons qu'elle est destinée à faire mouvoir. 

Pour calculer la perte de travail occasionnée par le choc de deux systèmes de 
rotation, il faudra faire l'hypothèse qui donne à cette perte la plus grande valeur 
qu'elle puisse acquérir, cette supposition étant sans inconvénient, tandis qu'il n'en 
serait pas de même d'une supposition contraire. Cette hypothèse consiste à regar- 
der les corps comme dénués d'élasticité , e*est-à-dire comme restant juxtaposés 
après le choc. On cherche donc quelle a été la diminution delà force vive à l'in- 
stant où les corps, se touchant par le point où s' est fait le choc, se meuvent comme 
deux systèmes redevenus invariables de figure\, se conduisent l'un l'autre, et ne 
forment ainsi qu'une machine. 

Désignons par : 

cDo et (ù les vitesses angulaires avant et après le choc pour le système des cames ; 

(ùo et 0)' les vitesses analogues pour le marteau ; 

R et R' les rayons menés des axes 4e rotation au point de contact ; 

9 et @' les angles que ces rayons font avec le plan tangent au contact des deux 

systèmes ; 
p et p' les rayons des tourillons des deux systèmes^ 
l la quantité de mouvement due à la pression normal^ au contact; 
f et y^les coefficients du frottement sur les tourillons; 
/i celui du frottement au contact; 
P et Q les quantités de mouvement qui se produisent sur les tourillons de lar* 

bre des cames ; 
P' et Q' les quantités analogues pour l'arbre du marteau; 
T, J'y les coordonnées d'un point quelconque du système des cames; Taxe des 
X étant parallèle à hi tangente au point de choc ; 
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. x\y' les coordonnées du système du marteau ; 

dm^ dm} les éléments de masse de ces deux systèmes ; 

K et K^ les moments d'inertie des deux systèmes; 

\' et fï les cordonnées du centre de gravité du deuxième système de rotation 

portant le marteau ; 
n le poids du premier système ; 
n' le poids du deuxième système* 

On aura (Sa), pour le système des cames, les trois équations : 

Le terme — ==: l/P'+O' est l'expression du frottement quand la force résul- 

tant de la pression et du frottement est |/P'+Q'; car alors langle de cette 
force avec la pression doit être Tangle du frottement dont la tangente est f^ et 
la composante tangentielle de |/P'+Q', ou le frottement, est le produit de 
cette expression par le sinus de Fangle donty est la tangente. * 
Pour le deuxième système , on aura comme pour le premier : 

Ces six équations donneront : 

>,P,Q,F,g, 

et il restera une équation contenant a> et a/. 

A cause de la juxtaposition admise à la fin du choc, les vitesses normales 
au contact sont égales; ainsi on a de plus : 

a>RoOSe=rtt'R'cOS0'. 

On obtiendra définitivement les vitesses co et tù et Ton aura par là la force vive 
restante après le choc. 



Si , pour prendre d'abord le cas le plus simple, on suppose : i* que les centres 
de gravité soient sur les axes de rotation ; 3* que w'sso, 3" que l'on néglige les 
frottements , on aura : 

-\+Q=0 
P=0, 

(w — »»o) — =>RcosO 
g 

0=rP 

€ 
équations qui donnent , en éliminant X, 

K K' 

(to— w.) — R'oo«6'+w'— RcOSe=0; 
g g 

et, comme ona a>Rco8 9=:a>'R'cos9\ on trouvera : 

^ r^i ij vn/ ^,. »R*C0S*6 K ^ 
o) — R'OOSy— «, KR' 0086'+ -51 rr. — =0, 

g R'cosO' g 

d'où 

u>,KR'»cos'y 

on aurait de même 



*^^ KR^cos* e'+KR* €oe*e ' 



KR'cos'O'+R'R-cos'O* 



Si , pour abréger, on pose Rcos9=p, R'cos9'=:/>', on a : 



»•» ^' 



d'où l'on conclut que la force vive après le choc est 



U'+K.o" ^ ^ ^' V^'^^'f) ^ 0..- K' 
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Or, avant le choc , elle était simplement — K; ainsi elle a diminué dans le rap- 
port de K à K 4-K' 4^1 c'est-à-dire dans le rapport des forces vives que pos- 
séderaient le système choquant y et les deux ensemble^ si le second était 
conduit par le premier. 

Quant à la perte de force vive > on peut l'énoncer également ; car elle aurait 
pour expression : 

elle serait donc à la force vive avant le choc, comme celle que posséderait le 
système choqué^ s'il était conduit par Vautre y est à la force vive des deux 
systèmes. 

Dans cette supposition , si le système choqué devait avoir peu de force vive 

par rapport à l'autre quand il est conduit par ce dernier , alors K' ^ pourrait se 

négliger devant K, et l'on aurait pour la perte de force vive l'expression 

^ p* ta* 

mais alors 9 la vitesse que prendrait le système choqué serait précisément a>o ~,> 

l'autre gardant sensiblement sa vitesse a>«; ainsi, dans ce cas, la perte de force 
vive est égale à toute celle que prend le système choqué. 

Si l'on n'avait pas supposé tùo' nul , on aurait trouvé que la perte de la force 
vive dans le choc aurait eu pour expression 

KK' ("' -"•^) 

P 

ou 

• 21 



Ainsi la perte de force vive est à la force vive du système choquant avant 
le choc f comme la force vive fictive qu'aurait T autre système s il prenait 
une vitesse égale à la différence entre celle qu'il a et celle qu'il aurait si 
r autre le conduisait ^ est à la force vive de f ensemble des deux systèmes 
dans cette hypothèse. 

Si K'^, est petit devant K» alors Texpression de la perte est sensiblement 



K-'-^)" 



c est-à-dire la force vive qu aurait ce système à petite force vive s'il prenait 
la vitesse qui est la différence entre la sienne et celle qu'il aurait si t autre 
Pavait conduit avant le choc. 

Toutes les considérations précédentes sur les pertes de forces vives dans le 
choc y dans le cas où il n'y a pas besoin d'avoir égard aux frottements, s'appli- 
quent aux systèmes de translations en remplaçant par les poids des corps les 
forces vives virtuelles qui nous ont servi comme coefficient pour exprimer les 
pertes des forces vives. 

Dans le cas plus général où les centres de gravité ne sont pas sur les axes, et 
où l'on tient compte des frottements, et dans les hypothèses précédentes qui 
consistent à admettre que les corps ne se séparent pas à la fin du choc, on 
traiterait les équations (Â) et (B), en y laissant tous les termes. 

Le calculs deviennent impraticables si l'on ne simplifie pas la difficulté qui 
vient des radicaux. Pour cela on peut procéder de deux manières, ou déterminer 
Q et Q' comme s'il n'y avait pas de frottement, pour les substituer dans ces équa- 
tions, et reprendre alors le calcul; ou employer une méthode qui a été donnée 
par M. Poncelet et consiste à remplacer approximativement )/^P*+Q' par l'ex- 
pression linéaire aP-f*|3Q ou Pr COS4; 4- Qr sin^j/. Dans cette expression , « et^, 
ou, ce qui revient au même, r et <{/ sont des constantes choisies de manière à 

rendre un minimum la plus grande erreur numérique probable , d'aprèk ce 

p 
qu'on peut prévoir pour les limites entre lesquelles serpi renfermé le rapport ^i 

P et Q étant des valeurs arithmétiques et sans aucun signe. 
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On trouve ainsi : 



pour 



p 1 

g>l, rcoft4' = a = Oy96^ r8in4»=p=:0,40, erreur — 



P 

^>», 0,98, 0,23, 1 

?>8, 0,W, 0,16. jL 

Ç>*' «'W. 0,12, ^ 

Appliquons maintenant cette méthode au choc des cames contre un marteau , 
en supposant que le marteau soit en repos avant le choc , et que le centre de 
gravité du système des cames soit sur Taxe. Nous remplacerons donc 



et 



V/P'+Q" par rCPcost+Qsin^l/) 
\/F*+Q" par r(Fco8++Q^im4'), 



en prenant r et ^^ de manière à donner la plus petite erreur probable dans re- 
tendue ou peut tomber le rapport de P à Q. 

On aura pour déterminer le mouvement après le choc » pour les cames : 

0=—X+Q 
0=+/>+P 

(.-..) î. = XR cose+/.XR«ne- ^^<^^JlJ"'^^N 



pour le marteau : 






.'K 



^.iii'c^,,+f»'^,^:fŒ^M«!t^, 



et pour les deux systèmes 

wReostscH^A'eosf. 
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Ces 7 équations donnent les valeurs des 7 inconnues 

On en tire : 

P=-/>, 
(u,-u..) 5: = XR (co9e+/..iDe) + ^^ \^-- , 



p'=/.>- 



u)'nV 



En posant 

/. = tang t. , /= tang ?, /*= tang f', 
qsfsini* et ('=foM|*, 
on aura 

K ,„ C06(e-y.) //!>> 8iD(y.— «I») 

(bt — <i)J — =àH. — — — — . . . 

g COSf. V^+f ""''■ 

"— - ^fl/ C<»(0'+f.) C^P'^ sin (y.-j.) c^yn'f >' sin (<|» - |i.) 
g C08T. V/T+T^' «*?■ if 

et 

uR cote =«'R' CCS e*. 

Éliminant X entre les deux premières équations , on aura : 

(o.-o>jK< ^ ;/pgip(y-4,)-Rcog(o-y.)v/r+7- v/qT"' 

«'K'+cr/nW sin (♦-,.) K'eo»(ft' + T.)V^Tbr+//'p' «in (,.-+) V/mT"* 
En désignant, pour abréger, le second membre par — a, on aura : 

et 

o>R CO6 e — (i)'R' cos 6^= 0. 

Posant de même; pour abréger» F/^pW=^f il viendra : 



d'où l'on tire 



et 
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R COSO. a>— R'C0«y»»' =0 ; 

KRcofaCOsQ 

" KR' ces O'-f Ra (K'+p) cosO 

"" KR'COS e'+Ra (K'+p) cobO* 



Pour avoir la perte de force vive par le choc^ on n'aura plus qu'à calculer la 
différence 

Kcoq' Ko»' KV 
2^ S^ 2^ ' 

En y substituant les valeurs ci-dessus, on trouvera : 



KçV r _ R'co8'0+R"cos'e' 1 



Si l'on néglige les carrés des fractions f^fx^^f qui expriment les rapports 
des frottements aux quantités de mouvement normales qui se produisent dans 
le choc , on aura : 



Vk"'"7 KR'cosO'- 



On aurait pu , au lieu de prendre les équations d'équivalence dans chaque 
corps 9 en prendre une seule pour le système , tel qu'il est constitué après le 
choc , en exprimant alors cette équivalence par le principe des vitesses virtuelles, 
et en prenant pour ces vitesses celles qui ont lieu après le choc. Il est clair alors 
que les moments virtuels des deux frottements eussent été, toute réduction faite 
de la forme Ydf^ F étant la force de frottement et â^la vitesse de séparation 
du point en contact à la fin du choc. Or, il est facile de voir que cette vitesse df 
est nulle quand le point où se fait le choc est sur la ligne des centres, et qu'elle 
est très-petite quand le point est peu éloigné de la ligne des centres. Car alors 
les vitesses effectives des points en contact ayant même direction, et ces vitesses 
ayant d'ailleurs des composantes égales suivant la normale commune aux sur- 
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faces en contact, elles seront égales entre elles; conséquemment la vitesse 
relative ^des deux points en contact sera nulle. 

On serait arrivé au même résultat par les équations isolées exprimant Téqui- 
valence dans chaque corps , en remarquant que dans ce cas les moments de la 
quantité de mouvement qui a pour composantes X et X/ sont, dans les deux 
systèmes d'équations de moments, proportionnels aux perpendiculaires /> etp' 
de sorte qu'on fait l'élimination de ces moments dans l'équation des moments, 
comme si les termes^^ n'existaient pas. 

Il y a une circonstance particulière où les quantités de mouvement F et Q' 
sont nulles ; c'est celle où la quantité de mouvement due au choc a une direc- 
tion telle qu'elle passe par le point qu'on appdle centre de percussion. Faisons 
cette supposition dans les équations précédentes qui se rapportent au marteau. 
Prenons les axes coordonnés de manière que l'axe des n' soit parallèle à la 
direction résultante de A ety,X. Alors on aura, en égalant les composantes des 
quantités de mouvement dans le choc sur les tourillons , 



n' 



La deuxième équation donne ('s=3 0« c'est-à-dire que le centre de gravité est 

sur la perpendiculaire abaissée sur la direction du choc X |/^i +Jl*' 
Si l'on pose ensuite Téquaùon des moments, où disparaîtra Je terme afêcté 

de J/F* + Q'- , oa aora 



(-'-0*'-3^V/i+/;./, 



/ étant la perpendiculaire abaissée de l'axe sur la direction de la ré ultante 
X \/i -♦-/•. On tire de cette équation, combinée avec la première 
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c'est la distance à Taxe de rotation de la droite passant par le point où se fait 

le contact, et ayant pour direction cellede la quantité de mouvement X k i +//, 
produite par le choc. 

Le point à la distance / sur le rayon vecteur qui passe par le centre de 
gravité du système s'appelle le centre de percussion. Ce point ne peut exister 
qu'autant que le centre de gravité du système n'est pas sur Taxe de rotation. 

Si K/ est le moment d'inertie par rapport au centre de gravité du système^ 
on a 

K' = K.'-(- nV% d'où /=«'-fi^;. 

Al H 

Ainsi on voit que le centre de percussion est toujours au delà du centre de gra- 
vité : il sera le plus près possible de l'axe quand ^ 

On peut appliquer les considérations sur le choc au battage d'un pieu avec le 
mouton. Désignons par p le poids du mouton et par />' le poids du pieu ; par i\ 
la vitesse du mouton au moment où il atteint le pieu , et par (^ la vitesse du 
mouton lorsque le choc est fini. Appelons R la force variable que le terrain 
produit sur le pieu ; cette force R agira pendant tout le temps que le pieu s en- 
foncera. Supposons d'abord que pendant la durée du choc du mouton contre 
le pieu 9 jusqu'à ce que l'extrémité du pieu ait pris la vitesse du mouton , la force 
R n'ait pas encore agi, c'est-à-dire que le mouvement ne soit pas transmis à 
l'extrémité du pieu , et que lorsque ce mouvement sera transmis le choc soit 
achevé et qu'ainsi le pieu ait pris la vitesse du mouton. En opérant de cette ma- 
nière, on trouve que le pieu et le mouton prendront par l'effet du choc une vi- 
tesse qui sera 

Ainsi le système après le choc possédera la force vive 
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Pour que cette force vive soit épuisée par la résistance R du sol, on devra avoir 

dx étant l'élément vertical de l'enfoncement du pieu. Si l'on appelle H la hau- 
teur totale dont le mouton est descendu et h la petite hauteur dont le pieu s'est 
enfoncé, en sorte que h:=ifdxj on aura sensiblement , en admettant que R 
ait peu varié pendant l'enfoncement , 

H^ f 

d'où 



-^,H= I Rrfx=RA} 

Vp Jo 



• '^pW^' 

Si R croit à mesure que le pieu s'enfonce , ou au moins reste constante , alors 
en appelant R. la dernière valeur de R^ qui est ainsi la plus grande, on au- 
rait eu : 

fKdx=: ou <R.Aj 
ainsi 

Ainsi y dans l'hypothèse précédente , la résistance que le sol a présenté à la fin 

o* H 

du choc serait au moins égale au produit -tT"'* T' ^^^ ^^ admettant qu'elle sub- 
sistât , le pieu pourrait sans s'enfoncer être chargé d'un poids égal à cette 
quantité. Si , par exemple , on a battu un pieu de chêne avec un mouton de 
5oo^y que ce pieu pèse 3oo^, qu'il ait été enfoncé au refus de o*,oo4 par coup, 
le mouton tombant de 4* de hauteur, on aura R,> 3i25oo^. 

Le résultat précédent repose sur une supposition dont l'exactitude n'est pas 
démontrée , et qui même est contestable. Si l'on supposait donc , pour ne pas 
restreindre la question, que la force R a agi pendant la durée du choc , et que 
f^dt soit la quantité de mouvement due à cette force pendant la durée du choc, 
on aurait 
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d'où 



^^ p^o-fl^dt 



La force vive restant au système après le choc serait donc 



Cette équation donnerait pour R, une valeur plus petite que celle que nous 
avions donnée tout à l'heure; mais il nya pas moyen d'en tirer R,. Cette équa- 
tion fait voir au moins qu'il ne serait pas prudent de donner au pieu une charge 

D* H 

plus grande que V^ , , 7-, et qu'il faudrait même la rendre plus petite dans la 



P+P 
pratique. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Du Calcul du travail pour les poids. — De la Roideor -, son influence sur la répartition du 
travail dans les compressions lentes. •— Du Travail produit par Tcxpansion des gaz; 
application au calcul de celui qu'on tire de la vapeur avec une quantité de chaleur 
donnée.— Du Travail transmis par un courant fluide, à un canal et à un plan mobiles.— 
Du Calcul des forces vives. — Le prmcipe de la transmission du Travail a encore lieu 
pour certains mouvements relatifs. 



69. Noua allons mainteoaDt nous occuper du calcul du travail dans diffé- 
renlea drcoostanees où il se réduit k des règles susceptibles d'être énoncées. 

Eiaminons d'abord le travail qui est dû à des poids. 

Rappelons-nous que Télément de travail dû à une force F étant le produit Vds 
du petit arc ds par la composante F de cette force dans le sens de cet arc, peut 
aussi s'exprimer par le produit de la force F, par la projection de l'élément ds 
sur la direction de la force. Si donc cette force F est un poids et agit dans la 
direction de la verticale , et que z représente Fordonnée verticale du point 



mobile, comptée positivement de haut en bas, en sorte que dz soit positif quand 
le poids descend; dz sera la projection de ds sur la direction de la force^^ et Fdz 
sera égal à Télément de travail Pcb. De plus, Vds devant entrer dans Téqua- 
tiou générale des forces vives avec un signe négatif quand langlede la force F 
avec ds est obtus, c'est-à-dire quand dz est négatif dans le mouvement réelle- 
ment produit, il s'ensuit que Félément de travail Fdz prendra le signe qu'il doit 
avoir dans l'équation des forces vives, et qu'on peut l'y introduire par addition 
algébrique, en laissant à ^z à en déterminer le signe. 

Si l'on a à considérer dans le mouvement d'une machine plusieurs poids p^ 
p\ p\ etc. , la quantité de travail moteur ou résistant que ces poids introdui- 
ront dans Téquation générale des forces vives, aura pour expression 

fpdz + fp'dz' + ///'rfz" + élc. 

Les poids />, p\ etc, , étant constants pendant le mouvement, il en résulte que 
si Ton désigne par z^ttz, les ordonnées des positions correspondantes au pre~ 
mier et au dernier instant , ces intégrales deviennent 

p(*_Zo)+/^(2'-0 + /»"(C-^") + elc. 

ou bien 

pz + p'z' + fz^ H- ete. — /». — p% — fz^' — etc. 

Si l'on désigne par P le poids toul p -^p'^^p" + etc. , et par (^ et ( les or- 
données du centre de gravité de ces poids au premier et au dernier instant, 
l'expression précédente devient 

résultat qu'on peut énoncer en disant que le trauail moteur ou résistant dû à 
plusieurs poids , est égal au produit du poids total par la hauteur verticale 
dont le centre de gravité s'est abaissé ou élevée ou^ en dauîres termes^ qu'il 
est égal au travail dû à une force unique , égale au poids totale et appliquée 
au centre de gravité de tous les poids. 

Si ce centre de gravité s'est abaissé, le travail produit dans le mouvement 
sera un travail moteur; s'il s'est élevé, ce sera un travail résistant. 

Nous remarquerons ici , à Foccasion des signes des éléments pdz , qu'en gé- 
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néral lorsqu'on cherche le travail moteur produit par certaines forces , comme 
c'est toujours dans le but de l'introduire dans l'équation des forces vives , ou 
ne doit faire d'aulre distinction entre le travail moteur et le travail résistant , 
que celle qui résulte de leurs signes ; et comme ceux-ci sont toujours renfermés 
dans une même formule qui les fournit tels qu'ils doivent être, on esC sûr que 
lorsqu'on calcule un certain travail moteur par une formule, celle-ci tient 
compte du travail résistant , et ne donne que l'excès du premier sur le dernier ; 
c'est-à-dire qu'elle ne donne que ce qu'on doit introduire dans l'équation. Ainsi, 
dans le cas des poids ^ on peut supposer qu'une partie est descendue pendant 
le mouvement, et qu'une autre partie s'est élevée; toujours l'excès du travail 
moteur sur le travail résistant est exprimé par une même intégrale qui devient 
le produit du poids total parla hauteur dont le centre de gravité est descendu. 
L'énoncé précédent, où l'on introduit le centre de gravité, suppose que les 
poids sont constants. 

70. Il est bon de faire voir que le calcul du travail dû h des poids en mouve- 
ment se simplifie quand un certain nombre de ces poids vient prendre la place 
qu'occupaient d'autres poids égaux, comme cela a lieu quand on considère une 
masse déterminée de liquide en mouvement dans un canal ou un vase quel- 
conque. Alors, si le temps pendant lequel on veut calculer le travail n'est pas 
assez grand pour que tout le volume d'eau que Ton considère ait quitté tout 
l'espace de sa première position, il y aura une partie du vase qui aura toujours 
été occupée par une portion de cette eau. Examinons l'expression du travail 
dans ce cas. 

Supposons des poids dont la somme est constante et égale à P; le travail 
qu'ils produisent aura pour expression 

tio et C étant les ordonnées des positions du centre de gravité au premier et au 
dernier instant. Si p désigne une partie du poids total , formée par une suite de 
particules qui , au dernier instant, occupent des positions qui étaient occupées 
au premier instant par d'autres particules formant un poids égal, il en résulte 
qu'en appdant z l'ordonnée du centre de gravité de ces poids p dans leur po- 
sition commune au premier et au dernier instant , et en désignant par z\ et z\ 
les ordonnées du centre de gravité du reste des poids P — p au premier et au 
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deroier instant, le travail total Pi; *-* P2;« pourra, en vertu des propriétés con- 
nues des centres de gravité » se transformer en 

pZ +{V^p) Z'-PZ^ (P ^p) 2'., 

OU en réduisant 

(P^p)z^^(P^p)2f:^ 

expression qui n'est autre chose que le travail qui sera produit par les seuls 
poids P — />! tandis que leur centre de gravité serait descendu de la hauteur 
z — z\. Ce résultat fait voir que le travail , dans ce cas, peut s'évaluer sans con- 
sidérer la partie des corps pesants dont le premier emplacement a été occupé 
par d'autres corps égaux en poids , et qu'il suffit de le calculer, comme ai des 
corps pesants avaient passé de la position des premiers poids P — p au premier 
instant, à la position des autres poids P — p au dernier instant, ^nsi, dans le 
cas d'un courant d'eau s'écoulant dans un canal, le travail produit sera le même 
que si une masse d'eau avait passé de f emplacement abandomiéen haut, à l'em- 
placement nouvellement occupé en bas. Si , par exemple, on ouYie une vanne 
dans une retenue d'eau , et qu'on en laisse sortir horizontalement un naètre 
cube, le travail dû à la descente très«<pett sensible de toutes les particules d'eau 
de la retenue dans le mouvement produit, sera le niéme que si le mètre cube 
deau écoulé était descendu de la tranche supérieure du bief pour aller occuper 
l'espace où il se trouve après l'écoulement Ce résultat s'aperçoit sans démoiistra« 
tion lorsqu'on tire l'eau par la superficie, parce qu'alors le mètre cube tiré des- 
cend en effet de toute la hauteur de la retenue; mais quand on ouvre nne vanne 
au fond , ce n'est pas l'eau qui occupait la tranche supérieure qui vient sortir 
par la vanne, et néanmoins le travail produit a la métpe valeur que si c'était 
cette même eau qui fût descendue, sans que le reste du liquide eût pris part au 
mouvement. 

7 1 . Après avoir examiné tout ce qui est relatif au travail dû aux poids, nous 
allons considérer cdui qui est dû à des réactions mutuelles. 

Supposons qu'il y ait , au nonibre des forces appliquées à un système » dm bU 
tractions ou répulsions mutuelles, cooMne seraient, par tscuiple, des forces 
produites par un ressort qui agirait , soit pour rapprocher, soit pour écorler avec 
des forces égales les points placés à ses eztrémilés. 

jnons par R la force du ressort que nous supposerons répulsive, el par r 
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la distance qui sépare les deux points sur lesquels agissent les répulsions. On a 
vu , dans la première partie (34)» que le travail de la force R se réduira toujours 
à ftidr, cette intégrale étant positive ou négative suivant que Faccroissement 
6?r reste de même sens que R on de sens contraire. 

Lorsque les réactions R reprennent les mêmes valeurs quand r repasse par. la 
même grandeur, c*est-àKlire lorsqu'elles restent les mêmes fonctions des dis- 
tances , nous les appellerons élastiques. Nous dirons que des réactions sont im- 
parfaitement élastiques , lorsque les forces ne reprennent pas des valeurs aussi 
grandes quand la jdistance des points revient la même. Ce sera ainsi appliquer 
aut réactions en général 6e qu'on dit des ressorts. 

Pour des réactions élastiques, l'intégrale ftidr est nulle entre deux instants 
pour lesquek la distance r est redevenue la même : car alors cette intégrale se 
partage en deux portions parfaitement égales et de signes contraires» l'une pour 
Texteosion de r, l'autre pour son décroissement; en sorte que le travail moteur 
et le travail résistant, produits entre les deux instants pour lesquels r a repris la 
même valeur, sont égaux et se compensent. Il n'y a alors dans le premier 
membre de l'équation des forces vives ni perte ni gain entre ces deux instants. 

Un certain travail moteur ajant été employé à comprimer ou étendre un 
ressort parfaitement élastique, celoiM^i peut ensuite revenirà la longueur primi- 
tive, et reproduire un travail moteur parfaitement égal à celui qu'il a reçu, 
pdfisque 1^ deux portions de l'intégrale /Re/r, l'une pour le travail résistant que 
le ressort produit en se déformant, et l'autre pour le travail moteur qu'il com- 
munique en revenant à la longueur primitive, seront parfaitement égales. C'est 
en ce sens qu'on dit qu'un report comprimé rend tout le tra? ail qu'il a reçu et 
qn'ii peut s'assimiler à une force vive, c'est-^i^ire à un corps possédant de h 
vitesse, et pouvant produire un certain travail égal à eelui qu'il a reçu. 

K la réaction n'est pas parfeitement élastique , l'intégrale jf Re/rsera alors la 
différence entre les quantités de travail résistant et de travail moteur produits, 
d'une part pendant le dérangement du ressort, et d'une autre pendant son re- 
tour à la longueur primitive. Pour se représenter cette valeur de fRdr étendue 
h une suite d'oscillations du ressort, on n'a qu'à concevoir une courbe dont r 
soit l'abacisse et R l'ordonnée. Le prenaier dérangement du ressort, produisant 
une force R dirigée en sens contraire de dr, donnera un travail résistant fRdr^ 
qui sera Taire de cette courbe; ensuite le ressort retournait à sa position de dé- 
part , le travail produit sera moteur : il se retranchera du premier précisément 
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comme ] aire engendrée, quand labscisse r décroit i se retranche de la première 
aire engendrée , et la ramène à zéro quand Fabscisse revient au point de départ , 
bi toutefois l'ordonnée R a conservé les mêmes valeurs à l'ailée et au retour. 
Mais si R devient plus petit au retour à la même valeur r, alors la seconde aire 
décrite ne sera pas égale à la première; la différence, qui sera un travail résis- 
tant, sera Faire comprise entre les deux courbes fournies par les deux valeurs 
(le R. Si les oscillations se répètent, et qu'il y ait toujours ainsi une diminution 
dans la force R, il y aura à chaque oscillation un excès du travail résistant sur 
le travail moteur : ce sera la différence totale qu'il faudra introduire dans Té- 
quation des forces vives pour la valeur de l'int^rale /R<2r,cest-ii «dire pour la 
valeur totale du travail résistant dû aux réactions du ressort. Quelque peu élas^ 
tique que soit ce ressort ^ cette différence totale, qui est la somme d'une série 
de termes de signes alternés allant tous en décroissant, ne pourra jamais être 
qu'inférieure au plus grand terme de la série, c'est4hrdîre au travail qu'on em- 
ploierait à produire la plus grande compression et la plus grande extension qui 
ont eu lieu pendant le mouvement. 

On conclut de ce qui précède , que si l'on se sert de l'intarmédîaire d'un ressort 
pour transmettre à un corps le travail qu'une force produit sur un autre corps, 
il sera transmis en totalité, au moins sensiblement , si le temps pendant lequel 
on considère le mouvement est assez considéraUe pour qu'on puisse n^Uger 
devant ces quaptités de travail , d'une part, celle qui est due une fois pour toutes 
à la plus grande compression et à la plus grande extension que le ressort a 
prises pepdan( IfS mouvepnent; et d'une autre, la variation de la force vive du 
corps qui est intermédiaire entre la force et le ressort. Ceci résulte évidemment 
de ce que la différence entre 1^ travail reçu par le premier corps et le travail 
transmis au second, est égale à celle qui est due aux ooo^pressions et aux exten- 
sions du ressort qui les sépare , augmentée de la variatiop de la force vive du 
premier corps. 

7a. La considération des forces produites par un ressort, ou par toute eqpèce 
de réactions mutuelles, donne lieu ii l'introduction d'une quantité dont la notion 
est très-utile dans la théorie du travail. 

Si R désigne une force de réaction mutuelle , et r la distance qui sépare les 

points, nous appellerons roideur^ dans cette réaction, la quantité -jp- ^^ ™^'' 
sure la rapidité avec laquelle la force R croit ou décroît avec la variation de dis- 
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tance. Cette dénomination est conforme au sens qu'on donne à ce mot , quand 
on parle de la roideur d'un ressort. £n effet, on dit dans le langage ordinaire 
qu'un ressort est plus ou moins roide, suivant que , pour un même dérange- 
ment d'une de ses extrémités, il réagit avec une force plus ou moins grande. 
La roideur est donc , dans ce sens , le rapport entre la force produite et le petit 
dérangement qui la fait naitre. Comme on part alors de la position naturelle du 
ressort pour laquelle la force est toujours nulle , la force produite après le dé* 
rangement est, dans ce cas , l'accroissement de R correspondant à ce dérange- 
ment: la roideur, dans l'acception ordinaire du mot , est donc aussi la quan- 

tité -7-. Il est naturel d'étendre cette définition à tout autre état du ressort, et 
dr 

d'appeler de même roideur d'un ressort déjà comprimé , le rapport des accrois^ 
sements d^ et dr^ pris pour un changement très-petit à partir de l'état que l'on 
considère. Il faut bien prendre garde qu'un ressort déjà comprimé ne serait pas 
très-roide pour cet état de compression , par cela seul qu'il produirait une très- 
grande force , mais seulement parce que cette force croîtrait rapidement si l'on 
venait à le comprimer davantage^ II peut avoir une roideur nulle ou très- faible 
pour une très-grande force de compression. Ceci doit s'entendre non-seulement 
des ressorts proprement dits, mais aussi deS actions mutuelles, comme les at- 
tractions ou les répulsions entre les particules matérielles. Dans tous les corps 
très-solides, les réactions ont une grande roideur, puisqu'un dérangement in- 
sensible produit un accroissement de force très-considérable. Enfin , dans la 
supposition purement rationnelle que des corps sont parfaitement invariables 
de forme, les réactions entre leurs particules auront une roideur infinie, puisque 

la force crott sans que la distance change, et qu'alors -^r ^t infini. 

73. On va déjà voir, par ce qui suit, combien la considération de cette roi- 
deur peut être utile dans les questions qui se rapportent à la répartition du 
travail. 

Conservons différents ressorts placés bout à bout en ligne droite, pour former 
un système susceptible de compression» Supposons que des forcés opposées P 
et F soient appliquées aux deux extrémités de ce système, et qu'il en résulte 
une compression dans les ressorts. Admettons en outre que ces forces P et P' 
croissent assez jentemept pour que le mouvement se fasse sans vitesses sensibles , 
de manière qu'on puisse n^liger les forces vives. Désignons par R^ R^ R'', etc., 

23 
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les forces des ressorts qui semnt variables, soit avec le degré de compression ^ 
soit avec le temps, mais sensiblement égales pour les difiërents ressorts, et re- 
présentons par dr, dr\ dr"^ etc., les éléments de compressions de ces ressorts. 
Comme nous supposons que les vitesses sont assez petites pour qu'on puisse 
négliger la variation de la somme des forces vives, le travail dû aux forces ex- 
trêmes sera égal à celui qui est absorbé par les compressions des ressorts , en 
sorte qu on aura 

ffds + fViU = /iWr + fK'di' 4- / Kd^' + elc, 

si les forces P et P' produisent chacune un travail moteur; et 

fVds - fVdi' = fKdr ^ fKdf' +fK'di^' + etc., 

si la force P' produit un travail résistant, c'est-k-dire si le point sur lequel elle 
agit se meut en sens contraire de cette force. 

U est utile, dans beaucoup de cas, de savoir comment le travail total , pro- 
duit par les forces extrêmes, s'est, réparti entre les diffîrents ressorts lorsque la 
compression a lieu ainsi lentement; Ce sont les valeurs des int^rales /R<2r, 
fR'd/ qu'il fil ut donc comparer entre elles. Dans .cette hypothèse des mou- 
vements lents, on a sensiblement à chaque instant 

R=R'=xR"=clc.; 

les intégrales /Refr, fR'df^y prises pour l'étendue dé la corilpression , peuvent 
se transformer en 



/(«^)^./(«'^'.)^'- 



Or, en intégrant ici par rapport à R et R', les limites seront les mêmes dans les 
deux intégrales, puisqu'on a à chaque instant Ri=sR'. Ces deux intégrales se- 

dr df^ 
raient donc égales si l'on avait aussi à Chaque instant ^ = ^,. La première 

sera plus grande que la seconde si l'on * 7n > ^#> ^" ^^^^ 7" "^"ST"* c'^^- 

dire si la roideur de la première réaction R a été constamment mmndre que 
celle de la seconde R'. Ainsi, lorsque plusieurs réactions ou plusieurs ressorts^ 
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placés bout à bout en Ugne droite , sont comprimés assez lentement pour 
que les forces développées soient égales à chaque instant^ les ressorts les 
moins roides pendant la durée de la compression absorbent le plus de travail. 
* Si certains ressorts ou certaines réacdons de ce système ne sont pas élastiques, 
c est-à-dire ne peuvent rendre tout le travail absorbé , il y en aura d'autant 
moins de perdu que ces réactions seront plus roides. Bien entendu que ceci s'ap- 
plique aux extensions comme aux compressions. 

74- Cette influence de la roideur sur le travail absorbé par les réactions s'é- 
tend à tous les cas où, par une cause quelconque , l'égalité se maintient entre 
les forces qui agissent à chaque instant pour comprimer ou pour étendre diffé- 
rents ressorts , ou pour modifier l'intervalle de deux points entre lesquels il y a 
répulsion ou attraction. 

Si , par exemple, on conçoit qu'un fluide renfermé dans un vase presse des 
pistons d'égales surfaces, lesquels résistent par les réactions de certains ressorts, 
et qu'on suppose qu'en poussant lentement le fluide dans le vase, on l'oblige à 
faire céder les pistons d'un mouvement assez lent pour que l'on puisse admettre 
l'égalité de pression comme dans le cas d'équilibre, il arrivera que les ressorts 
les moins roides absorberont le plus de travail. Si , par exemple , les ressorts sont 
produits par des gaz comprimés dans des tubes, comme la roideur sera d'autant 
plus grande que les tubes seront plus courts, il s'ensuit que ce seront les tubes 
les plus longs qui absorberont le plus de travail. 

75. Si les forces qui agissent en même temps sur différents ressorts , au lieu 
d'être égales à chaque instant , devaient avoir des rapports constants entre elles , 
alors le travail absorbé dépendrait de deux éléments, savoir : de ces rapports , et 
de la roideur. En effet, si l'on a à chaque instant 

R' = aR, R" = a'R, elc, 

on aura entre les quantités de travail )ps relations 

fjXd^^ «'/r ^ dR. /r" *- - a-j\ ^ rfR. etc., 

les intégrales étant prises entre les mêmes limites par rapport à la variable R. 
Ainsi ces quantités varieront d'un ressort à un autre proportionnellement aux 
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carrés des rapports û, a\ etc., et en raison décroissante, avec les roideurs -gp » 

-yj;. C'est ce qui arriverait si dans l'exemple des pistons poussés dans des tubes 
par un fluide refoulé dans un vase , les surfaces de ces pistons étaient différentes* 

76. On a quelquefois occasion de considérer la roideur, non plus pour le rap- 
prochement ou l'écartement de deux points, mais pour le déplacement d'un 
seul point dans l'espace, lorsqu'une force accompagne ce déplacement. En ap- 
pelant ds le petit arc décrit par le point mobile, et P la composante de la force 

dans le sens de ûf^, ce que nous appellerons roideur, dans ce cas, sera ^. Si l'on 

construit une courbe dont s soit l'abscisse et P l'ordonnée, la tangente de ^n 
inclinaison sera la roideur; tandis que l'aire de cette courbe sera le travail dû à 
la force. 

77. Si différentes forces agissent sur différents points mobiles, les quantités 
de travail produites en temps égaux seront fPdSj f^ds\ etc., ou 



Mc*^^ A^*'''»^' 



Si Ton suppose que les intensités des forces P et P' soient égales à chaque m* 
stant, on aura P=P' pour une même valeur du temps. Les limites des inté- 
grales étant les mêmes, les quantités de travail les plus grandes correspondront 

à ceux des points mobiles pour lesquels les vitesses j , ^ auront été constam- 
ment plus grandes. On conclut de là que si des forces, agissant sûr des masses 
différentes parfaitement libres, ont été constamment égales dans le sens du 
mouvement, et que ces masses n'aient pas eu de vitesses initiales, les quan- 
tités de travail les plus grandes correspondront aux plus petites masses. Car 
alors, comme on a à chaque instant, en raison de l'égalité entre les forces 

ds ,ds' ' , , .... 

m ^=m'Tp=elc., et pr suite, mvz^mçf =etc., vu que les vitesses ini- 
tiales sont nulles, il s'ensuit que les vitesses les plus grandes correspondent aux 
masses les plus petites. On conclut encore que si un ressort ou une réaction 
quelconque agit d'un côté sur un corps libre^ et d'un autre sur une masse qui, 
en outre de son inertie, offre un résistance, comme celle qui proviendrait par 
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exemple des frottements, alors » comme la vitesse de cette masse sera à chaque 
instant moindre que si elle était libre, le travail qu elle recevra sera encore plus 
peiit en comparaison de celui qui est transmis à la masse libre qui est poussée 
par l'autre extrémité du ressort. 

Il résulte de ces remarques , V^^^ ^^^ "^ canon où Texpansion du gaz pro- 
duit des forces égales contre le projectile et contre la pièce; lorsque celle-ci est 
libre , le travail que reçoit le boulet est d'autant plus grand que la pièce a plus 
de masse : en sorte que, bien que ce qu'on appelle les quantités de mouvement^ 
c'est-à-dire les produits des masses par les vitesses , soient égales de part et 
d'autre , les quantités de travail produites , qui sont mesurées ici par les forces 
vives , ne sont point égales pour le projectile et pour la pièce (*)• Lorsque celle- 
ci est appuyée de manière à éprouver une résistance à son recul, en outre de 
son inertie , cette circonstance augmente le travail que reçoit le boulet et con- 
séquemment sa vitesse. 

78. Nous allons donner maintenant la mesure du travail produit par un gaz 
ou une vapeur contenue dans une enveloppe d'une forme quelconque ^1 parois 
mobiles, dans la supposition où l'extension de l'enveloppe est assez lente pour 
que la pression qu'elle supporte soit sensiblement égale sur tous les points. 
Les résultats vont nous présenter de l'analogie avec ceux que nous avons trouvés 
pour lés réactions ou les ressorts. 

Concevons qu'un volume i^, terminé par uue surface quelconque, soit rempli 
de vapeur à une certaine tension; que ce volume puisse se dilater et même se 
déplacer pendant que de nouvelles vapeurs y arrivent. Désignons par da un 
élément de l'env^oppe à un instant quelconque; par h la hauteur d'une 
colonne d'eau qui produirait sur que base da la pression que ce même 
élément supporte par l'action de la vapeur ; cette pression sera i:hda , en dési- 
gnant par ir le poids de l'unité de volume de Teau : cette force tchda agira au 
centre de gravité de la surface da, et dans la direction.de la normale. En repré- 
sentant par dr la petite longueqr interceptée sur celte nornaale , entre l'en- 
veloppe que l'on considère à un certain instant et l'enveloppa considérée à 
l'instant suivant, l'élément de travail produit par la pression tAda^ pendant 



Petit a tàïx cette remarque dans une note sur le» màdiiDes , insérée dam le Traité de 
I^ntt et Bétancourt ** ' 
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un temps infiniment petit, sev^nhdadr; cet élément ayant le signe plus , quand 
le déplacement dr se fait du dedans au dehors , et le signe moins dans le cas 
contraire. Le travail total produit dans ce même tefnps infiniment petit pour 
tontes les pressions produites sur Tenveloppe , sera Imtégrale de Tihdadr étendue 
à toute l'enveloppe. Comme nous admettons que la hauteur h^ qui représente 
rintensité de la pression sur une surface donnée, est la même pour tous les 
points de IVnveloppe à un instant donné , ce travail a pour expression 

ithf dadr^ 

rintégrale s'étendant à trois dimensions* Si l'on conçoit des normales qui 
entourent l'élément da , la portion de volume comprise entre les deux enve- 
loppes consécutives et la surface presque cylindrique formée par ces normales , 
aura pour expression à la limite, le produit dadr\ ainsi fdadrdera l'élément 
d'accroissement du volume total c : on aura. donc 

jdadr =: dtf ^ 

l'élément dadr devant être pris négativement quand le déplacement dr se fiiit 
du dehors au dedans, en sens contraire de la pression. Mais on a vu qn'il fallait 
prendre les signes de la même manière pour l'élément du travail; ainsi, en 
désignant par T ce travail , on a toujours, quel que soit le signe , 

dT = Tchdv , d'où T = ic fhdi» ; 

résultat qui montre que le travail total, produit sur les diflKrents éléments des 
parois par l'expansion du gaz, ne dépend ni de ïa forme de f enveloppe ni de 
son mouvement dans l'espace ; il résulte seulement de lia manière dont la 
pression varie avec le volume, et des valeurs de ce volume an commencement 
et il la fin du mouvement, h pourra être ou constant ou variable avec f^; qnoi 
qu'il en soit , le Ir&vail moteur produit ne dépendra que de la relation entre k 
et (', et des valears initiale et finale de u. Il se pourrait que A dépendit d'élé- 
ments autres que (^ , par exemple de la température de la vapeur , si elle n'est 
pas constante: cela ne changerait rien au principe, seulement on ne pourrait 
pus alors obtenir l'intégrale icfhJi' sans savoir commenta varie, en même 
temps que (^ varie aussi. 
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Cette remarque est analogue à celle que nous avons faite pour le travail 
produit par la réaction entre deux points. Nous avons vu qu'il était aussi indé- 
pendant du mouvement propre des points, et qu'il résultait seulement du 
changement de la distance de ces points et de la manière dont la force variait 
avec cette distance. 

Si h est constant, on a, en désignant par v^ et v la première et la dernière 
valeur de v , 

c'est-à-dire qu'alors le travail produit par la vapeur est égal à celui qui est 
nécessaire pour élever à une hauteur h un poids d'eau d'un volume égal à Tac- 
croissement qu'a pris celui de la vapeur. Si h était une hauteur de pression en 
mercure, alors 7r((^ — v^ serait le poids d'un volume de mercure égal à ce 
même accroissement i'—t'«. 

79. Comme le vide absolu n'existe jamais derrière les parois du vase qui 
renferme la vapeur , il s'ensuit qu'il ne faut calculer la pression qu'en raison de 
la différence des pressions qui s'exercent en sens contraire. Si l'on désigne par//, 
la colonne d'eau qui représente la pression du condenseur , on aura, pour le 
travail réellement produit par la vapeur, 

Si l'on suppose différents gaz ou différentes vapeurs renfermées dans diffé^ 
rentes enveloppes extensibles, dont les parois soient en contact , par exemple, 
deux vapeurs à tensions différentes renfermées dans deux cylindres et entre 
deux pistons mobiles dont l'un sert de séparation aux deux vapeurs , comme 
dans la machine de Woolf; le travail total produit par les deux vapeurs, sur 
les deux pistons mobiles, s'obtiendra en ayant égard à toutes les forcée et ù 
tous ]et déplacements qui résultent de l'expansion de ces gaz. Or^ d'après ce 
que nous venons de voir, tout ce qui est dû aux forces produites par l'une de 
ces vapeurs ne dépend pas de son mouvement propre, mais seulement de Tac- 
croissement du volume. Il s'ensui^u'en réunissant les quantités de travail dues 
à tootes les forces que produisent ces deux vapeurs, on aura aussi un résultat 
indépendant du mouvement propre des «parois; il ne dépendra que de 
l'accroissement de chaque volume. Si l'un des gaz a une force élastique nh et un 
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volume c, l'autre une force élastique nh! et un volume v\ le travail total sera 

S'il y a une pression tt//., dans le condenseur, qui agisse constamment sur les 
parois extérieures du volume total, cest-à-Klire ici sur le piston extérieur, il 
faudra retrancher le travail résistant 

puisque ih + rfi^' est la différentielle du volume total ; il reste après cette 
soustraction 

TU /(A — A.) di, + 7r/(A' — AJ d*.' : 

c'ei)t-à-dire que le travail moteur produit réellement sur les pistons, est le 
même que si la pression du condenseur eût agi immédiatement sur les parois 
de chaque volume partiel v et s/. 

80. Mous allons appliquer ces formules au calcul du travail que peut produire 
la vapeur qu'on formerait à difiërentes températures, en usant pour sa forma- 
tion de la totalité de la chaleur que développe la combustion d'un kilogramme 
de charbon de terre Ç). 

Nous partagerons ce travail en deux parties, celui qui est produit par la 
vapeur pendant sa formation , et celui qui est produit par l'expansion de cette 
même vapeur, en supposant qu'elle ne gagne ni ne perde plus aucune nouvelle 
quautité de chaleur pendant cette expansion. 

Le travail produit par la formation de la vapeur sera 

/,r(A-AJrfi., 
h et h^ étant comme précédemment les hauteurs des colonnes d'eau qui pro- 



(*) Oo trouve, dans les AiuiaUê des Mines ^ année 1824, un mémoire de M. Combe», où 
il a donné le calcul du travail qu'on peut obtenir aWe une quantité de chaleur déterminée 
quand on l'emploie à former de la vapeur , mais il a suivi une méthode différente de celle que 
nous donnons ici. Néanmoins , nous devons l'idée de cette question à la lecture de ce mé- 
moire. 
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duisent les pressions de la vapeur dans le cylindre et dans le condenseur. Si on 
désigne par v^ le dernier volume occupé par cette vapeur, et qu on la suppose 
formée à une pression constante désignée par ttA,, ce travail deviendra 

^ (*. — ^J t'o , 

ou bien en prenant ici pour unité le poids ir d'un mètre cube d'eau qui est de 
looo kilog.y afin d'avoir le travail exprimé en dynamodes (*), 



'•'•('-è)- 



Pour réduire cette formule en nombres , dans la supposition où l'on emploie 
toute la chaleur produite par la combustion d'un kilogramme de charbon, il 
faudrait connaître, i"" cette quantité de chaleur; a"" la masse ou le poids de 
vapeur qu'on peut former à une température déterminée avec une quantité de 
chaleur donnée; S"" le volume, ou, ce qui revient au même, la densité de cette 
même vapeur ; 4"" enûn , la relation entre les températures et les forces élas- 
tiques des vapeurs à l'état de saturation. A l'exception de cette dernière loi, il 
n y a rien de bien précis aujourd'hui sur ces données physiques. On ne peut 
donc présenter ici que des r^ultats approximatifs qui soient autant que possible 
des limites inférieures et supérieures. 

D'après les expériences de MM. Clément ^t Desormes, toute la chaleur dé* 
gagée par la combustion d'un kilogramme de charbon serait mesurée par celle 
qui élèverait d'un d^ré 7000 litres d'eau. M. Despretz dit , dans son Traité de 
Physique t qu'il faudrait porter cette quantité au delà de 7914 litres que donne 
le charbon de bois d'après ses expériences. 

On admet assez généralement jusqu'à présent que la quantité totale de chaleur 
nécessaire pour réduire en^vapeur un poids donné d'eau prise à zéro de tempe* 
rature ^ est sensiblement constante, quelle que soit la pression à laquelle on 
forme cette vapeur: les expériences de MM. Gément et Desormes donneraient 
ce résultat. D'ajprès Southern la quantité de chaleur employée augmenterait de 



(*) Ce que nousavont appelé ifynamode, est le travail qui résulte d'une force de 1000 ki- 
logrammes , exercée sur un point qui parcourt un mètre dans le sens de cette force. 
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celle qu'il faut pour élever la température de Teau vaporisée, ea sorte %ue ce 
ne serait que la chaleur latente employée k réduire Teau en vapeur qui serait 
constante. Jusqu'à 8 atmosphères , limite des pressions pour lesquelles nous 
étendrons nos calculs , le surplus de chaleur que donne la seconde loi ne s'élève 
qu'à un neuvième environ , différence presque négligeable au degré d'approxi- 
mation qu'on peut avoir ici. Nous pouvons donc admettre la supposition que 
la chaleur totale reste constante. Dans cette hypothèse, pour comparer les 
quantités de travail à une même consommation de chaleur ou de combustible , 
abstraction faite des pertes de calorique, il suffit de les comparer au poids de la 
vapeur formée , en sachant une fois pour toutes quelle quantité de chaleur il 
faut pour réduire en vapeur un kilogramme d'eau prise à zéro de température. 
En adoptant la moyenne des diverses expériences , cette quantité serait ce ^'il 
faut pour élever d'un degré 65o litres d^ean. Ainsi, la chaleur défgàfgée par la 
combustion d'un kilogramme de charbon de terre , formerait sn poîiis de va*- 
peur qui pourrait être porté de 10^,76 à I3^i5. Afin d'avoir des résultats faciles 
à modifier suivant ce qu'on saura sur le poids d'eau qu'on peut vaporiser dans 
les machines à vapeur, eu égard aux pertes de chaleur, nous calcalefons le 
travail pour 10 kilog.; ce nombre pourra être considéré comme le produit au. 
minimum de toute la quantité de chaleur dSégagée .par la combustion d'un kilo- 
gramme de houille. 

Les physiciens ne sont pas d'accord sur le volume qu'occupe un kilogramme 
ou un litre d'eau réduit en vapeur à difiërentes températures. La plupart ad- 
mettent qu'on peut appliquer ici la loi de dilatation des gaz , e*est-à«<tire que ces 
volumes sont en raison inverse des pressions , et s'accroÎBsettt en outre, sous une 
même pression , de o,oo375 pour chaque degré de température. Southern pré- 
tend qu'ils sont simplement en raison inverse des pressions, sans égavé aux 
températures. H paraîtrait assez naturd, en eflfet, que la dieasîté, ao point de 
saturation , devint plus forte qu'elle ne le serait suivant la loi de dihtatioB des 
gaz Ç). Nousdonnerons les résultets fournis par chacune dç ces ifeinhypothèses. 

Un kilogramme d'eau vaporisée à loo"" centigrades occupant ^nn volnraede 
i*,70, et la vapeur exerçant une pression due à une hauteur d'eau de fcT^Sd ; 



(*) C'est ropîoioQ à laquelle Dulong s étécondait par des eipériences partîcaKères , ainsi 
qn'il a bien voula me le dire en me donnaot des éclaircissements sur Tëtat de cette qoeitioD. 
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le volame i^o pour lo kilogrammes de vapeur ii une température et une pres- 
sion quiconque Go et A»» ^era tel qu'on aura, d'afMrès la loi de Southern, 
^0^0= 175,44» e^ d'après la loi de dilatation des gaK, 

hoUo=i 127,59(1 +o,oo3759o). 

En substituant dans Fexpression du travail produit par la formation de la 
vapeur, on obtiendra: 

Suivant la loi de Southern , 1 76,44 ( i — 7^ ) ; 
Suivant la loi de dilatation des gaz, 127)59 (i +00375O0) ( i — t^)- 
Si Ton se donne la pression h^ derrière le piston ou dans le condenseur et 
qu on prenne le rapport £ dans la table des forces élastiques qui a été donnée 

par Dulong comme la plus exacte qu'on ait jusqu'à présent, on trouvera 
les quantités de travail dues à la formation de 10 kilogrammes de vapeur. La 
quantité totale de chaleur employée à cet effet étant supposée . constante , ces 
résultats donneront immédiatement les éléments de comparaison entre les 
quantités de travaU et une même quantité de chale;ur : ils sont portés dans le 
tableau qu'on trouvera à la fin de cet article. 

Cherchons maintenant le supplément de travail qu'on pourrait obtenir théo- 
riquement si avant la condensation on laissait la vapeur se dilater jusqu'à la 
pression A, qui a heu dans le condenseur. Nous supposerons ensuite qu'elle ne 
se dilate que jusqu'à une pression supérieure à h^. 

Pour cela , reprenons la formule qui donne le travail de quelque manière que 
varie la force élastique avec le volume : elle est , en prenant pour unité le poids ^ 
d'un mètre cube d'eau, 

Ici les limites de l'intégrale devront correspondre au conmiencement et à la 
fin de l'expansion de la vapeur ^ c'est-à-dire que la première sera le volume i^o» 
qui répond à la pression A. de la foroiation, et la seconde le volumeri^,, qui 
répond à la pression h, dan» le condenseur. Ainsi, cette expression devient 



p Wi.-A.(^.-irj, 
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Si maintenant on veut réunir dans une même formule le trarail total, on 
ajoutera à ce dernier celui qui est dû à la formation du volume Vo de vapeur; 
savoir : i^» (K — h,); on aura ainsi 



I 



hdv — hy, 4" ^^•• 



D*après la formule d'intégration par partie , cette expression se réduit à 



i 



pdk. 

h. 



Telle est, indépendamment de toute hypothèse » la formule qui donne le tra- 
vail total dû à la formation et à Texpansion de la vapeur, lon^qu'on pousse 
Fezpansion aussi loin que possible , c'est-à-dire jusqu'à ce que la pression soit 
réduite à celle du condei\seur. 

Si Ton ne poussait l'expansion que jusqu'à ce que le volume et la pression 
eussent pris des valeurs h' et v^ répondant à une pression supérieure à ceHe 
de la condensation , ce qui arrive dans une machine à vapeur, parce que le 
volume v' est limité par la coursé du piston , on trouverait facilement que le 
travail se réduit à 



i 



"'*+'■*(' -^> 



G>mme nous ne nous occupons ici que d'un maximum théorique, nous 
supposerons que l'expansion soit poussée jusqu'à la pression h, du condenseur, 
et nous n'appliquerons que la première de ces fortnules. 

En partant de la loi sur les densités qui suppose la dilatation analogue à 
celle des gaz, et en laissant un coefficient quelconque a pour représenter la 
dilatation par chaque degré, nous renfermerons ainsi dans une même formule 
l'autre^ hypothèse , qui suppose qu'il n'y a point de dilatation due à la tempé- 
rature ; il suffira , en effet , de poser alors a = o. Si l'on compare les variables u, 
h et Qf aux valeurs qu'elles ont pour le même poids de vapeur de lO kilo- 
grammes, formée à loo*", on aura 
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Le travail total dû à la formation et à l'expansion de la vapeur jusqu'au degré 
de pression du cotadenseur, ayant pour expression I vdky on mettra pour v 
la valeur précédente,, et Ton aura 

175,44 r^« ,, , ^dh 



(1+lOOa) 






Pour compléter le calcul , il ne restera plus qn^à substituer sous Tintégrale 
pour h sa valeur en , ou pour sa valeur en h. 

Pour arriver à cette relation , nous remarquerons que puisqu'il s'agit dun 
maximum théorique , on doit supposer que la vapeur ne communique point de 
sa chaleur aux corps environnants pendant son expansion. A la vérité, cela ne 
peut être rigoureusement ainsi en réalité , mais au moins les résultats fournis 
par cette hypothèse donneront la limite de laquelle on peut s'approcher d'au- 
tant plus dans la pratique que ieS machines sont mieux combinées pour éviter 
les pertes de chaleur. En admettant donc que ces pertes soient nulles, il s'en- 
suit que la quantité de chaleur renfermée dans le poids de vapeur qui prend de 
l'expansion restera la màpie. Mais puisqu'on admet que la quantité totale de 
chaleur renfermée dans une même masse de vapeur à saturation reste la 
même, quelle que soit sa densité, il s'ensuit que réciproquement, si un poids 
donné de vapeur se dilate sans perdre de chaleur , cette vapeur restera à Tétat 
de saturation; de sorte que sa température s'abaissera pendant la dilatation, 
de manière qu'à chaque instant il y aura entre la force élastique et cette tem- 
pérature là relation qui est donnée par la table de Dalton. Si l'on admettait la 
loi de Southern , qui suppose qu'un poids de vapeur à saturation a besoin d'un 
peu plus de chaleur à une pression et une densité plus fortes, alors, à mesure 
que l'expansion se produirait , cet excès de chaleur porteraitla température, et 
par conséquent la pression , pour chaque état du volume à un point plus élevé 
que pour la vapeur à satumtion; on obtiendrait donc plus de travail que dans 
la supposition où la chaleur totale reste constante. Ainsi, en adoptant ceue 
dernière loi, nous aurons des résultats plutôt trop faibles que trop forts. 

Pour exprimer la rela^on donnée par expérience entre les températures et 
les forces élastiques à saturation, nous nous servirons d'une formule d'interpo- 
lation qui parait être «à la fois la plus simple et la plus approchée dans toute 
rétendue des expériences; savoir : 
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On peut encore Técrire ainsi : 

^o M + pOol ^^' 

ho et 60 étant des valeurs de A et pour lesquelles on veut que la formule soit 
satisfaite. 

On déterminera très-fietcilement les constantes ^ et ^ en choisiasant dans la 
table dont nous avons parlé plus haut, trois points pour lesquels les pressions 
A, , h, et A, , correspondantes aux températures 0« , 6« et 8.» aoieat en progcenion 
géométrique. Nous avons pris ainsi pour Tétendue qu*on a lieu de considérer 
dans les machines à vapeur» O» =^ 4<^''f 0. =92''| et 0«=: 173''; ce qui donne 

p=: 0,01878 et |^»5,SS5. 

Avec ces nombres, la valeur de h coïncidé générdemént à moins d'un cen* 
tième, avec les pressions données par TeipérieDoe (**}• 

NonsconserreronSy pour abréger récriture, les lettres^ et p^dani Texpres- 
sion de h. En la substituant dans celle qui donne le travail , on aura 



ou bien 



175 . 

1-t- 



175,U f (i + «e){kft 



(*} Cette expression est celle qui a été employée depuis longtemps par Doloog. Je Tavais 

obtenue de mon oOtei en remarquant que , comme dans la formule r- ss J * 1 , 

que Poisson a éublie par des considérations théorîqoes, L'eiposant p ne pouvait n;ster 
constant dans une grande étendue , il y avait lien d'essay«n' si, en^ changeant le co effi c ie nt 
de 6 et de 0,» on ne satîsfinait pas à une plus grande étendue des expérîenoes, sans modifier 
cet exposant. 

(**) Cette valeur donne à 2S4* une pression de â3,9S atmosphères. D'apris ce que m'a 
-dit Duiong , il résulte des expériences qu'il a faites avec la commîsston de rAtiUdéttie des 
sciences» qu'à cette température la pression est de 84 atmosphères. 
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En intégrant depuis la température 80 de la formation jusqu'à la température 
9, de h condensation , on trouve 



175,44 
1 + 100« 



|i«(eo-e.)+i*(i-0tof f ^^- j 



Celte formule servira pour toute valeur qu'on voudra donner au coefficient 
de dilatation a* Il suffit qu'on puiase admettre qu'il reste constant à tous les 
degrés de température. Si on veut le prendre égal è zéro ^ pour, ayoir le travail, 
d*après la loi de Southern , on fiura en réduisant en nombre , et changeant les 
logarithmes népériens en logarithmes des tables, ^ r 

2163,25 log ^||2|i±j2), ou encore 403,97 log (^•). 

Si Ton pend a=ao,oo375, cofnme le font là plupart des physiciens , on aura, 
en se servant toujours àes loganthmes des tables , 

2,562 (6. H.e J + 1 a59,ao log (gjgtjî) . 

Voici les résultats de ces formules et de celles qui donnent le travail quand 
on n'emploie pas l'expansion ; les premiers supposent que l'expansion est poussée 
jusqu'à la presskm du condenaear , qu'on a fiiit eorreq>ondre ici à 4o^ 
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8i. Nous allons nous occuper d'une autre quisstîoD lrès*utile que préseÀte 
la théorie du travail , c*est la recherche de celui qu*un courant de fluide peut 
communiquer à un corps qui se meut dans ce courant. Cette question est, en 
d'autres termes, la même que celle de la résbtanoe des fluides, ou de la force 
qu'ils produisent contre un corps qu'ils rencontrent dans leur mouvement. 

Ce problème est trop compliqué pour qu'on puisse le^résoudre en général; 
on ne s'en €»t jamais occupé que pour le cas où le mouvement du corps étant 
uniforme, et celui du fluide étant devenu permanent par rapport au corps, on 
peut considérer ce mouvement comme s'opérant autour du corps par filets de 
formes const^ntes; encore n'a-t-on la solution de cette question que dans 
quelques cas particuliers, et en faisant des hypothèses qui ne sont pas entière- 
ment exactes. Cependant, comme on arrive k des résultats assez d*accord avec 
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ceux que rexpérience a fournis , il est intéressant de voir comment la théorie 
peut aussi en rendre raison (*}. 

Pour y parvenir, nous allons d'abord supposer qu'un fluide soit obligé de 
suivre un petit canal d'une section constante infiniment petite et d'une cour- 
bure quelccmque , mais assez peu variable pour qu'on puisse admettre que les 
particules de ce fluide abandonnées à elles-mêmes, conservent des vitesses 
sensiblement constantes en se mouvant sans frottement dans ce canal supposé 
solide. Examinons à quelles actions celui-ci sera soumis en vertu des pressions 
que la force centrifuge du fluide produira sur chacun de ses éléments. Pour 
cela , cherchons , d*une part, les sommes des composantes de ces forces dans le 
sens de trois axes coordonnés, et d'une autre, les sommes de leurs moments. 

Soit r le rayon de courbure pour un point quelconque de la courbe formée 
par le canal : en désignant par s l'arc de cette courbe, ce rayon sera égal à Tu- 

ûité diviséepar \/ (^\ + (5^) + (^) • Soit ir le poids de l'unité de vo- 
lume du fluide, u sa vitesse dans le canal, et a la section de celui-ci. La force 
centrifuge pour un élément fluide contenu dans la longueur très-petite ds , 



comme on sait , 












r'^^ 

'-d?' 





donc les composantes suivant les trois axes , de la force centrifuge pour un 
élément, seront 

g ds* ^ g ds ^ g ds 

En intégrant ces comporântes par rapport à s pour toute l'étendue de la courbe , 
et en désignant par «o» po» 70 ; «i ^ pi » 70 ^^ angles que font avec les axes les 
directions des éléments extrêmes , on aura 



n Toute la théorie de cet article et du suivant est analogue à celle que Lagrange a don- 
née dans le Rteueil de Turin , année 1784 , en admettant que- les filets fussent courbés en 
arc de cercle. 

25 
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« (COSJr.— CO»«o)', ît (OOSp,— C08pJ, « (OOty, — OOt^J. 

B E g 

Ces sommes ne dépendent plus de la forme da canal , mais seulement des 
directions de ses éléments extrêmes. Nous allcma vmr i{u'il en est de même pour 
les moments. 

Pour un élément du canal , les moments estimés dans les plans coordonnés 
sont 



au 



Pour avoir la somme des moments, il faudra* tnt^rer ces expressions par rap- 
port à 5. Or, il arrive que les int^prales s'obtiennent indépendamment de la 

dfx éPY 
forme du canal; parce que l'expression '^J'^'X^^^ ^^ diffi6renttelle 

exacte de -^-J — ^ ^' On aura donc, en intégrant entre les limites dont les 
coordonnées sont Jo^, Ja z.] x^.jr,, z,^ 

r (jr, COS or. — X. OOS p. — J^oCOSa^+x. COS P.) , 

au" 

71-— (z.OOSp,— J-.COS7. — z,cospo+r«cos7.), 

au' 

n (X.COSY,— Z.COSa, — 4roC0S7o + S.00SO- 

m 

Ces expressions , conune les précédentes , ne dépendent que de la position des 
points extrêmes. 

L'ensemble de ces six dernières formules démontreque toutes les forces centri* 
fuges dues au mouvement du fluidç dans le canal, peuvent se remplacer par 



deux forces égales à tt — , appliquées tangentiellement au cand k ses deux ex- 

trémités, et dirigées du dehors au dedans. Ces deux forces en effet auraient 
précisément les mêmes composantes et les mêmes moments que toutes celles 
qui sont dues au mouvement du fluide. Chacune d'elles ayant pour expression 

au* 

n — , sera égale au poids d'un cylindre de fluide qui auirait pour base la section 
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a du canal, et pour hauteur —, ou le double de la hauteur due à la vitesse u. 

Si roQ veut évaluer la pression que supporte le canal dans le sens de son pre- 
mier élément, en appelant a l'angle de déviation que fait le dernier élément 

au* 

avec le premier, on titmve facilement que cette force est ir — (i — oosa). Elle 

o 

devient 2ir — quand on a 0000= — i, c'est-k«dire quand le fluide sort du canal 

o 

dans une direction opposée à celle qu'il avait en y entrant. 

8a. Concevons niaintenant qu'une veine d'un fluide incompressible ayant un 
mouvement horizmital , vienne rencontrer avec une vitesse u un plan vertical 
incliné d'un angle quelconque par rapport à la direction de cette veine, et qui 
la dépasse de tous côtés de manière à obliger tous les filets à devenir parallèles 
à sa surface. Nous pourrons faire abstraction du poids du fluide, qui n'a pas ici 
d'influence sensible sur les vitesses ni sur la pression contre le plan vertical. 

Supposons que le mouvement soit arrivé à la permanence, c^est-lî-diré que 
l'on puisse admettre que les molécules fluides qui passent par on même lieu 
ont la même vitesse, décrivent la même courbe, et se meuvent cmime si elles 
suivaient un canal solide. Nous admettrons aussi que, dans l'étendue de la cour- 
bure de ces canaux ou filets, la vitesse se conserve sensiblement la même , en 
sorte que les sections de ces filets seront constantes dans cette étendue. Ces hy- 
pothèses sont assez d'accord avec ce que l'on observe dans le mouvement d'un 
fluide qui rencontre un corps fixe. En effet , si Ton examine de petits corps 
légers entraînés par le courant, on les voit décrire des courbes de formes con- 
stantes au même lieu, et Ton observe que les vitesses ne varient pas sensible- 
ment dans rétendue de ces conrbes, en sorte que les particules se meotent 
comme si elles glissaient sans frottement dans de petits canaux de formes inva- 
riables. 

Pour trouver à l'aide de ces dotmées b pression supportée par le plan, on 
peut employer denx considérations difiSrentes : Fane qui peut ne pas paralCre 
assez rigoureuse, mais qui a l'avanti^ d^être plus simple; Feutre qui est plus 
conforme aux principes de dynamique, et que, par cette raison , nous donne- 
rons aussi , quoiqn'dle soit lin peu plus longue. Voici la première : 

Concevons des canaux rigides infiniment petits, dans lesquels les parties 
courbes de chaque filet fluide seraient di>ligées de 9e mouvoir, et supposons que 
ceis canaux sans épaisseur soient posés les uns sut les nutrëi : on ne changera 
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rien par là au mouvement des particules du fluide. Si 1 on regarde comme assez 
évident qu'on ne changera rien non plus à la pression que le mouvement pro- 
duira contre le plan , on peut trouver facilement cette pression. En effet, ces 
tubes solides presseront le plan avec une force qui sera la composante normale 
au plan de la résultante des pressions auxquelles ces tubes lieront soumis. Or^en 
vertu de ce qu'on a vu à Tarticle précédent , chaque canal peut être considéré 
comme sollicité seulement par deux forces appliquées tangentiellement k ses 
extrémités. L'une de ces extrémités étant parallèle au plan , les forces qu'elle 
introduit ne devront pas entrer dans la somme des composantes normales au 
plan ; on n'aura donc à tenir compte que des forces appliquées à Torigine de la 
courbure de chaque filet. Celles-ci seront toutes dans la direction de la veine 

au* 
fluide; et comme chacune a pour expression n — , a étant la section d'un filet, 

o 

Al»* 
et TT le poids de Fumté de volume du fluide, leur somme sera ir — , A étant 

la section totale de la. veine. En désignant par a l'angle que le courant fluide 
fait avec le plan , la composante normale à ce plan aura pour expression 

TT — sin a : telle sera donc la valeur de la pression qo'il supporte. 

Si l'on ne veut pas admettre, dans ce que nous venons de dire, que la sup* 
position des canaux solides ne change rien aux preisions sur le plan , voici un 
autre genre de considération qui conduit aux mêmes conséquences. 

Ainsi qu'on le fait dans tous les traités d'hydrodynamique pour trouver le 
mouvement des fluides, nous considérerons les forces données, qui seraient les 
poids des particules fluides, lorsqu'il faut y avoir égard; les pressions qui se 
produisant pendant le mouvement; enfin les fi>irQes tçtalfssi qui sont les résul- 
tantes de ces deux espèces de forces. 

Faisons toujours abstraction du poids du fluide, comme on peut le faire 
quand le courant a un mouvenoient horizonjUil et qi^ le pkin est vertical. 
Dans c^ cas les particules fluides, abandonnées à elle^-mtoies^ ne. reçoivent 
de forces que celles qui résultent des pressions qui se produisent pendantle 
mouvement, tant à l'intérieur qu'à l'extérieur : au nombre de ces dernières, il 
faut mettre la réaction produite par le plan. Les forces totales, c est-à-dire les 
forces qui , appUquées à chaque élément , produisent , sans le sepou^ des pres- 
sions , le mouvement qui a lien, sont id les forces qui retiendraient chaque élé*- 
ment sur la courbe qu'il décrit. Les vitesses, étant supposées constantes, ces 
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forces sont oorniales à ces courbes et directement opposées aux forces centri- 
fuges. Comme elles doivent être , pour chaque élément , les résultantes des près 
sions qui agissent sur celui«'ci , puisque nous disons abstraction de la gravité , il 
devrait y avoir équilibre dans le fluide, si en laissant subsister les pressions 
comme elles existent pepdant le mouvement, et en supposant que les particules 
n'aient pas de vitesses acquises, on venait à leur appliquer des forces opposées et 
égales aux forces totales, c'est-à-dire à les soumettre aux forces centrifuges elles- 
mêmes. Si maintenant on suppose que dans cet état d'équilibre on solidifie le 
fluide en le laissant indépendant du plan, cette solidification ne changera rien 
à la pression effective que ce plan supporte. Or, d'après les règles de la statique, 
cette pression, dans l'état d'équilibre, devra être la somme des composantes 
perpendiculaires an plan , d'abord pour toutes les forces centrifuges qu'on sup- 
pose agir sur le fluide devenu solide , et en outre pour les pressions sur la surface 
extérieure du fluide qui ne touche pas le plan. Or, ces dernières pouvant être 
supposées égales à la pression atmosphérique, laqueUe est ordinairement con- 
tre-balancée par la même pression qui agit derrière le plan, on peut ne pas en 
tenir compte : ainsi il ne reste à calculer que la résultante des forces centrifuges. 
Pour cela on pourra composer d'abord toutes celles qui agissent sur un même 
filet; on trouvera ainsi comme précédemment deux forces tangentielles à ses 
extrémités, l'une dans la direction de la veine fluide, l'autre parallèle au plan. 
En réunissant enfin toutes les forces , on obtiendra pour la résultante perpendi- 

culaire au plan , l'expression n — sin a; A étant toujours la section du courant 

avant la déviation^ tt le poids de l'unité de volume du fluide, et a l'angle que le 
courant fait avec le plan. 

Ce résultat ne s'applique, comme nous l'avons dit, qu'à un plan qui dépasse 
la veine fluide, parce qu'il faut que tous les filets deviennent parallèles à sa 
surface. 

ï^our le cas où le plan est perpendiculaire au courant, les expériences de 
Dubuat et Morosi donnent à un huitième près environ ce que fournit la for- 

mule 11 — .On peut consulter à ce sujet la Mécanique de M. Christian , i** vol., 

o 

pag. a6o et suiv. Je œ connais pas d*expériences qui puissent servir de vérifi- 
calioii quand l'angle a n'est pas droit; car toutes celles qu'on a sur les chocs 
obliques sont fiiites dans d'autres circonstances que celles que nous avons ad- 
mises : ou bien le courant avait plus de largeur que le plan , ou il n'était pas libre 
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de se dégager sur ce plan; ou encore celui-ci faisait partie d'une proue 
triangulaire ; ou enfin on n'a pas débarrassé les expériences de l'influence du 
poids du fluide ni du frottement contre les turfiices quand celles-ci deviennent 
grandes comparativement à la section de la veine. 

On pourrait appliquer la marche précédente pour trouver la pression produite 
contre la concavité d'une demi-sphère d'un diamètre plus grand qu'une veine 
fluide qui vient la rencontrer. Alors chaque filet, 3e déviant de deux angles 
droits pour sortir de la demi-sphère, on trouverait que la pression, dans le sens 

de la veine, est air A —, c est-à-dire le double de celle qui a lieu contre un 

o 

plan perpendiculaire au courant : c'est en efiet ce qui est confirmé par d'antres 
expériences de Morosi. 

Lorsque les mouvements ne se font pas horisontalement, et qu'on ne peut 
pas négliger l'efiet du poids du fluide, tous les résultats précédents devraient 
être modifiés; d'abord parce que la vitesse n'est plus constante dans les filets, 
et ensuite parce que la section de ceux-ci ne l'est pas non plus. Mais comme or- 
dinairement dans les questions de ce genre qui sont applicables aux madiines , 
les particules du fluide s'élèvent ou s'abaissent asses peu dans l'étendue des 
courbes de déviation des filets, la gravité ne modifie pas sennUement la vitesse, 
et par conséquent la force centrifuge qui en résulte; en sorte qu'en calculant la 
pression sur le plan d'après une vitesse moyenne entre celles qui susbsistent 
dans l'étendue de la courbure , on ne conmiettra pas une grande erreur. 

Dans le cas où le plan n'est plus vertical , alors le poids du fluide aug- 
mente encore la pression qu'il supporte; mais il fiiut (aire attention que ce 
poids ne commence à avoir de l'influence que pour la partie du fluide où le mou^ 
vement éprouve une modification à ce qu'il aurait été sans la présence du plan. 
Cest ce qu'on verrait facilement par la considération de l'équilibre entre les 
pressions, les poids, et les forces opposées à celles qui produisent les mouve- 
cnents qui ont lieu. Ainsi lorsqu'une veine fluide tombe verticalement sur un 
plan horizontal, une fois que le mouvement est arrivée là permanence, la 
pression sur le plan pourra se calculer assez appiroximativement pour la 
pratique, d'abord en prenant pour la vitesse dans les fileU courbes celle qu'a 
acquise le courant en arrivant sur le plan, et ensuite enajoutant le poids de 
tout le fluide qui se meut sur ce plan, et qui n'a pas l'acicélération de vilease 
que produirait la gravité. 
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83. Revenons maintenant au cas où Ton n*a pas besoin d'avoir égard au poids 
du Ûuide , et supposons qu'dtae surface pkne est plongée dans un courant indéfini 
qui, au lien d^étre débordé par le plan comme nous l'avions supposé précédem- 
ment ^ le déborde au contraire de tous côtés sur une largeur assez considérable. 
Dans ce cas I on ne sait plus au juste, ni jusqu'où s'étendent les filets qui se dé- 
vient par la présence du plan, ni comment ils se dévient. On observe que, 
d'une part , ceux qui passent près du bord de la surfiice ne prennent plus une 
direction qui lui soit parallèle , et que d'une autre , des filets déjà éloignés de ce 
bord continuent encore à se dévier ; en sorte que l'on ne peut plus trouver exac- 
teniqnt la pression produite sur le plan. Cependant, si l'on admettait que la 
portion du courant qui se dévie est limitée à un cylindre circonscrit à la surface 
plane , et que les filets se dévient de manière à devenir parallèles au plan ; si l'on 
pouvait supposer encore que les pressions dans le fluide , sur l'enveloppe exté- 
rieure de ces filets , peuvent être n^ligées comme ^ales à celle qui a lieu der- 
rière le plan; alors B désignant l'aire de ce plan , et a l'angle qu'il fait avec la 
direction de la vitesse du courant, la pression produite normalement au plan 

serait ttB — sin *a : car il suffirait dans la formule que nous avons trouvée pré- 

cédemoient de remplacer A par B sin a. On sait trop peu jusqu'à quel point on 
doit admettre ces suppositions pour qii'on puisse employer cette formule avec 
quelque confiance, hors des cas où elle pourrait étre.vérifiée par l'observation. 

D'après les apéri^ices de d'Alembert, G)ndorcetetBo6sut, sur la pression 
produite contre une surfiice plane qui se meut dans l'eau , cette formule donne- 
rait le double de la pression obscnrvée pour de petites vitesses de moins de i*,3o 
par seconde, et pour de petites surfiMses d'un à deux pieds carrés, inclinées sur 
k courant d'un angle compris entre go"" et 6o*. Mais comme , d'après ces mêmes 
expériences, 1^ pressions sont d'autant plus au delà de la moitié de ce que 
donne la formule, que les vitesses sont plus grandes , on pent présumer qu'elle 
devient plus approchée pour des vitesses un peu considérables, quand l'angle a 
reste go"* et Gé^. On peut croire aussi que la grandeur des surfiices ne serait pas 
sans influence sur l'exaccitode de cette formule, comme Borda l'a observé pour 
le vent. Il serait à désirer qu'<m refit, pour les eourants d'eau , des expériences 
sur des surfaces plus grandes et des vitesses plus considérables. Au reste, il ar- 
rive heureusement que, dans le cas où le plan ne peut déborder le courant , 
celui-ci ayant une grande étendue, on a moins besoin de traiter par le calcul 
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des questions qui se rapportent aux naoyens d'économiser le traviail : on ne s en 
occupe guère alors que pour ce qui r^arde les moulins à vent. Quant aux sur- 
faces inclinées de moins d'un angle droit , on ne connaît pas non plus d'expé- 
riences directes qui soient faites assez en grand et avec assez de précaatioa , pour 

a* 
rien laire préjuger sur la formule ttB — sin *a. Cependant , ce qui pourrait y 

o 

faire ajouter quelque confiance, c'est que nous verrons plus loin que, pour des 
vents parcourant de a"" à 9*" par i'\ et agissant sur des surfaces de 20* carrés, 
inclinées sur ces courants, si Ton applique cette formule ainsi qu'une autre que 
nous donnerons pour la diminution de la pression derrière l'aile, on tombe sur 
des résultats plus approchés de l'expérience qu'on ne posrrait s'y attendre. Pour 
de petites surfaces et de petites vitesses, et pour de petites valeurs de l'angle a 9 
on ne peut plus s'en servir. Ainsi , il faut tout à fait la rejeter pour des éléments 
de surface; et l'on ne peut l'employer à la détermination de la forme du solide 
qui reçoit la moindre pression dans le sens du courant. 

84- Pour passer de la pression supportée par un canal solide , ou par un 
plan, lorsque ceux-ci sont immobiles, aux pressions analogues lorsqu'ils ont 
un mouvement rectiligne uniforme, on remarquera que les pressions dues aux 
forces centrifuges , et même au poids du fluide, s'il y a lieu d'y avoir ^rd , ne 
seront nullement changées si l'on communique à tout le système du courant et 
du canal, ou du plan, un même mouvement uniforme qui détruise celui qu'a- 
vait le canal ou le plan. Mais alors ceux-ci étant ramenés au repos , on rentrera 
dans le cas précédent, et l'on aura les pressions au»moyen de la vitesse du 
courant doué de ce nouveau mouvement, c'est-k-dire de la vitesse relative de 
ce courant, par rapport au canal ou au plan. 

Il sera facile maintenant de trouver le travail transmis , soit au canal soit au 
plan , dans l'unité de temps , en vertu de la pression qu'ils supportent. U suffira 
de prendre la composante de cette pression dans le sens de leur vitesse, et de 
multiplier pette composante par l'espace rectiligne qu'ils décrivent dans l'unité 
de temps. 

Ainsi concevons qu'un courant ayant une section A et une vitesse u 9 entre 
tout entier dans un canal solide qui ait lui-même une vitesse p dans le même 
sens, et qui soit disposé de manière que son entrée étant dirigée dans le sens 
du courant, sa sortie fiisse un angle a avec cette première direction d'entrée. 
En partant toujours de l'hypothèse que les vitesses relatives par rapport au 
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canal dans les filets fluides restent sensiblement constantes, la. pression qui sera 
produite sur ce canal , dans le sens de sa vitesse u , sera 



'Kkf j (1 — COSa). 



Il suffira pour avoir le travail que reçoit le canal dans 1* unité de temps , de 
multiplier cette pression par l'espace (^ décrit pendant cette unité de temps, ce 
qui donnera 



^h(^ j M(i — cos«). 



Au lieu du travail reçu par le canal dans Tunité de temps, on a plus souvent 
besoin de celui que produit une fois pour toutes le passage d'une quantité de 

P 

liquide dont le poids serait P et conséquemment le volume -; alors il est clair 

qu'au lieu de multiplier la pression par la vitesse u, ou l'espace décrit dans l'u- 
nité de temps, il faudrait la multiplier par l'espace que décrirait le canal 

P 
pendant le temps que ce volume -• met à y passer. Ce temps est égal à la lon- 

P • . 

gueur.-^ divisée par là vitesse d'entrée dans le canal qui est (u — u): il est 

P 9tf 
donc -—-7 T. Le chemin décrit par le canal est donc -^-r -, et consé- 

quemment le travail transmis devient 

■ i . (1-^CO 

Si le courant , au lieu d'entrer dans un canal , arrive librement contre un 
plan incliné d'un angle a snr ce courant, et qui ait aussi une vitesse v dans le 
même sens que celle duconrant, alors pour obtenir le travail transmis à ce plan 
dans l'unité de temps, on calcidera d*abord la pression normale au plan qui esc 

.nA sin« y lonqu'on peut négliger Temt de la gravité ; on prendra la com* 

posante de cette forcé dans le sens de la vitesse , ce qui donnera trA ^ sin' a; 

ensuite on multipliera cette composante par l'e^ce décrit dans l'unité de 

i 
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temps, c'est-à-dire par t^. On trouvera ainsi pour le travail transmis au plan 
mobile '^ ^ 

itA • sin «. 

Si Ton veut le travail , non plus dans une seconde , maifr pendant le temps 

qu un poids P de fluide emploie à couler contre le plan, on noettra » comnie 

précédemment , au lieu de la vitesse ^ , le chemin que ce plan décrit.peMuiant ce 

. P(/ 
temps, c'est-à-dire —— :; on aura ainsi 

Sin' a. 

g 

Si Ton compare les expressions du travail transmis par un même courant , 
d'une part à un canal mobile, et d'une autre à un plan mobile qui déborde ce 
courant; on verra que, tant que l'angle a ne dépasse pas- 90% c*est la seconde 
qui remporte; mais quand le canal force les filets à se courber de plus d'un 
ao^e dr(»t, c'est toujours aelui*cî qm reçoit plus, de travail que le plan.. 

Toute la théorie précédente est sans doute assez incomplète; oonune elle 
suppose quejes vitesses restent costftanteff dans les fileta, elle ne serait rigou- 
reusement applicable qu'autant que ces filets auraient une courbure eonstante , 
et qu'ils resteraieist dans des couches d'égales pressions , ce qui ne pe«t avoir 
lieu, surtout à l'origine de la déviation et au centre de la veine. Cependant, 
comnie quelques expériences sont d'accord, à peu de chose près, avec les résul- 
tats précédents , on peut regarder comme suffisaomient exactes pour la pratique 
les hypothèses qui les ont fournis* 

Il serait à désirer néanmoins qu'on fit encore , pour les apprécier .juvec plus 
de certitude, des expériences précises , pu Von eût soin de ne pas sortir d?s 
dispositions que suppose.cbaque»formule.. 

Nous reviendrons plus loin, à U fin du^ deuxième chapitre, sur ^^ux. autres 
questions que présente encore la recherche du travail transmis par uncQuraut 
fluide; l'ime, pour obtenir lé travail transmis à un vase mobile dana- lequel» 
entre une veine fluide; l'autre , pour trouver ce que reçoit un plan mobile par 
l'action d'un courant d'air, en ayant égard à la diininution de pression derrière 
le plan. Lès considérations nécessaires pour résoudre ces problèmes, étant basées 
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sur rapplication du principe de la transmissioii du travail au mouvement des 
fluides, dont nous parlerons seulement dans le chapitre suivant, nous ne pou- 
vions les ezpoâer dans celui-ci, où nous nous sommes proposé seulement de 
donner le calcul du travail quand on connait les forces , ou qu'on peut les 
trouver directement. 



D 



85. Dans Téyaluation de la variation de la somme des forces vives pour les 
mouvements permanents des fluides, on peut introduire une simplification 
analogue à celle que nous avons indiquée pour le calcul du travail des corps 
pesants, dans le cas où certains corps viennent prendre la place qui était occupée 
par d'autres : c'est ce que nous allons montrer. • 

On appelle mouvements permanents ceux qui se font de manière que difié- 
rents points matériels qui viennent passer au même lieu de l'espace prennent 
la même vitesse avec la même direction quand ils y sont arrivés t tel serait 
dans quelques cas le mouvement que pi^ésente Técoulem^it des eaux , soit dans 
une rivière^ soit dans un vase. 

Concevons donc , pour fixer les idées, que de Teau sorte d'un bassin par une 
ouverture pour couler dans im canal horizontal , et qu'une sounce , amenant de 
nouvelle eau à^la aurfeoe du bassin, entratîtniieieniTeau constant. de manière 
que le mouvement soit pemaaneât. Pour appliquer l'équation des; forces vives à 
une certaine masse d'eau, U &udra que cette masse eoit formée au premier et 
au dernier instant des mêmèa particûlea. Si,^papttemple, on considère au pre* 
mier instant »n volume d'eau eneove tout renfermé dans le bassin, il fendra 
examiner o^iest le volume des-mémes particules d'eau au dernier instant, pour 
prendre la sonmie des forces lôiws de ces mênaes particules, et en retrancher 
la somme des forces vives qu'eUea avaient au prenier instant. Mais il est dair 
que le volume conusiun aux deux espaces occupés par l'eau, an premier 
et audernier instant, étant occnpépar^dea^pasrtîcules qui ont les mêmes vi- 
tesses et les mêmes masses^ la force vive de ces particules se détruira dans la 
sdnstraetimi; en sorte qu'il^suflit de prendre la somme des forces vives des par- 
tieeleb qui sont «orties de l'^espaoé wcupé primitivement, et d'en retrancher la 



('^.WwcJkipeémièrc partie (li^ ^, U, 43» »! «tfiOà 66), 
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somme des forces vives de celles qui occupaient la portion de ce même espace 
*qui a été abandonnée par d'autres particules. Ainsi, dans ce cas il fieiùdra 
prendre la somme des forces vives qu'a le fluide écoulé hors du vase pendant le 
temps que l'on considère, et en retrancher la force vive qu'avait une portion de 
fluide occupant une tranche horizontale à la partie supérieure du bassin , et 
ayant un volume égal à celui qui s'est écoulé. 

86. Nous allons examiner maintenant comment il faut interpréter l'équation 
générale des forces vives lorsque tout le système des corps âuzquek on veut 
l'appliquer participe à un mouvement uniforme tout à fait obligatoire, et qu'on 
ne tient pas compte de ce mouvement, comme cela arrive à la surface de la 
terre , où l'on fait abstraction de son mouvement propre , ou comme cela arrive- 
rait pour une machine placéq sur un bateau ayant une vitesse uniforme qui ne 
serait pas sensiblement altérée par la machine. 

L'équation générale des forces vives se déduit de l'équivalence entre les forces 
données. et les forc^ totales; ces dernières étant, oonmie nous l'avons dit, celles 
qui produiraient sur chaque point, sans le secours des pressions, lesmonvements 
qui ont lieu : cette équivalence s'exprime à l'aide du principe des vitesses vir- 
tuelles. 

Nous avons dit que lorsque les conditions qui assujettissent les pointa maté* 
riels qui forment une machine, étaient dépendantes du temps, on ne pouvait 
plus prendre les vitesses eflfectives pour vitesses virtuelles ; celles-ci doivent ré- 
sulter alors de la supposition où le temps ne varierait pas dans les conditions de 
liaisons. Ainsi, dans le cas où ces conditions oUigent les points fixes de la 
machine à avancer nécessairement d'un mouvement uniforme dans un certain 
sens, il faut prendre pour vitesses virtuelles celles qui résulteraient de la suppo- 
sition où ces points fixes cesseraient de se mouvoir, et redeviendraient réelle- 
ment inmiobiles. Si donc , on suppose un observateur entraîné avec la machine , 
et ne pouvant s'apercevoir de son mouvement de translation» les vitesses eflfec- 
tives, pour cet observateur, pourront être prises pour vitesses virtuelles. 

Désignons par x^jr, z les coordonnées d'un point jtnatériel quelconque de la 
machine , rapportées à des axes fixes dans Tespace , et par ( , u ^ ( les coordonnées 
du même point pour des axes qui participent au mouvement commun qui doit 
se produire nécessairement : ces coordonnées seront celles dés positions des 
points pour un observateur qui ne tiendra pas compte du mouvement commun. 
Désignons par ds , ds\ etc. , les éléments des arcs décrits dans le mouvement 
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relatif par les points où sont appliquées les forces données, soit mouvantes, soit 
résistantes. Représentons toujours par P et par P' ces deux espèces de forces 
décomposées suivant les éléments ds et ds'. Si p désigne le poids d*un point 
matériel quelconque du système, les composantes des forces totales suivant les 
axes, c*est-à-dire de celles qui, sans le secours des pressions, produiraient les 

mouvements qui ont lieu , seront ^-^t ^-^ » d^* Pour expriifter une des con- 
ditions d'équivalence entre les forces données et les forces totales , on peut 
employer pour vitesses virtuelles, dans le principe général de Statique, les 
vitesses relatives ds, ds\ etc., ainsi que celles dont les projections sur les axes 
sont dlf du, dz. Pour former les quantités de travail virtuel élémentaire des 
forces totales, on pourra substituer à la force totale les trois composantes 

^--^, ^ 2^, - -T^t et comme les vitesses virtuelles qui leur correspondent 

ont, pour projections sur les axes, dJi^dmjd^jle travail virtuel élémentaire de 

Tune de ces forces totales deviendra t ^(Ji^t ^ dn-^^ -^di^. En sorte 

g de , g dC g df ^ 

qu'une des équations que fournit l'équivalence entre les forces données et les 
forces totales, sera 

Le mouvement conim un à toute la machine peut être supposé parallèle à 
l'axe des x\ comme il est uniforme, on a xznat + l et jr^ri^ 3=1;. On en 

conclut ^'^% ^=£' Jt=- JJ; substituant dans rëq»aUonci-de86us, 

on trouve 

Mais, en désignant par v Tune quelcbnqua des vitesses dans le mouvement 
relatif, on a 

il vinut donc 
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iPds — iP'ds' =:^ l^dv. 



En intégrant cette équation par rapport au temps » et en représentant par v^ la 
valeur de la vitesse v pour le premier instant , on trotivera 

Cette équation, par rapport au mouvement relatif ^ est entièrement semblable 
à Téquation des forces vives que nous avons déjà établie pour le mouvement 
absolu dans Tespace. Elle démontre donc cette proposition, que^ dans le cas 
oà tous les points fixes dune machine sont entraînés dun mouvement uni" 
forme et rectiligne dans T espace , les principes sur la transmission du tras^ail 
ont encorfi lieu pour le mouvement relatif seulement. Ainsi, par exemple, 
comtne à la surface de la terre , le mouvement de tous les points qui y sont 
invariablement fixés peut être considéré comme nécessairement uniforme, on 
peut dire que le principe de la transmission du travail a lieu sans qu'on ait à 
considérer le mouvement propre de la terre. Il en serait de même sur un 
vaisseau qui aurait un mouvement sensiblement uniforme: on peut appliquer 
Téquation des forces vives à une machine qui j serait placée , sans tenir compte 
du mouvement du vaisseau. 

87. Ou peut appliquer ce même principe au mouvement d*un point matériel 
sur une courbe ou dans un canal infiniment étroit, auquel on donne un mou- 
vement rectiligne et uniforme tout à fait obligatoire : les principes déduits de 
Téquation des forces vives auront encore lieu en faisant abstraction du mouve- 
ment du canal. Ainsi, lorsqu'il n'y à pas de frottement sensible dans ce canal, 
et qu'il n'y aura d'autres forces que la gravité , lè point y entrant avec une 
ceruine vitesse relative , s y élèvera à la hauteur due à cette vitesse, et lorsqu'il 
redescendra, il prendra les mêmes vitesses* en repassant ans mêmes hauttuts 
relatives. Si le canal est tout entier dans un plan horizontal , le point y conser- 
vera partout sa vitesse relative. 

88. En partant de la remarque précédente^ on retrouve Texpresaion que 
nous avons donnée par d'autres considérations à l'article (84), pour le travail 
transmis par un courant fluide qui circule dans un canal mobile , en supposant 
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toutefois ce canal boriaontal , pour pouroir négliger l'effet du poids du fluide ; 
ou bien en le supposant assez peu étçndu pour que les vitesses relatives puissent 
ne pas y être sensiblement altéré&par la gravité (*). 

Conservons les mêmes notations qu'à l'article (84) 9 c'est-à-dire désignons 
par u la vitesse du courant , par (/ celle du canal qui est dirigée suivant la même 
ligne , et par a l'angle que fait la dernière direction du canal avec la première 
qui est celle des vitesses u et u. 

G)ncevons d'abord une seule particule , entrant dans le canal avec une vitesse 
absolue u et avec une vitesse relative i^ — - (^, qu'elle devra conserver en sortant 
d^ns-une direction qui fera un angle «avec celle du mouvement du canal: 
cette particule alors aura en outre la vitesse c^ du canal qui l'entraine dans son 
mouvement; donc elle possédera en définitive une vitesse qui, dans le sens 
horizontal parallèle au mouvement du canal, sera {f+(u — i^)co8a. Si Ton 
désigne par p et y les angles que fait le dernier élément du canal avec deux 
autres axes fixes perpendiculaires à la direction de la vitesse (/ du canal , le carré 
de la vitesse de là particule en sortant du canal sera 

[f + {U'-'t^) COè a]* + (a — vY DOS' p -«- (tt — f*)' cos" 7 , 

ou bien 

p> -j. (tt — ^)> -j- 2 (14 — (>) ^OOS a. 

En désignant le poids de cette particule par />, et remarquant qu elle avait en 
entrant dans le canal la vitesse u y on trouvera que la force vive qu'elle a perdue 
est • 



£. [a* — j/' — {m — j')*— 2 (« — *') i^cosx]i 

V 9 



ou bien en réduisant 






Remarquons maintjenant gjùe- bien qtfassujetlir la particule à rester sur le 
canal en mouvement, ce soit établir une liaison dépendante du temps ^ néan- 
moins on peut se débarrasser de cette liaison pour revenir à appliquer le 



(*) Gequi toit m'a été toggeré par «ne oonsidérttion de M. Ponoelet, dans son Mémoire 
sur Lsrroum. ÀpaUêêesoouFbes, 
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principe de la transmission du travail au véritable mouvement absolu dans 
Tespace. En e&t, la œndition de l'assujettissement de la particule à rester sur 
le canal , revient à Faction d*nne certaine forcé qui agit sur cette particule dans 
une direction toujours normale au canal. Si l'on remplace ce canal par cette 
force y alors le principe delà transmission du travail est applicable au mouvement 
absolu , puisqu'il n*y a plus de liaison dépendante du temps et que la particule 
redevient un point matériel libre. On peut donc assurer que le travail résistant, 
produit par cette force normale sur ce point mobile , est égal à la diminution 
de sa force vive. Ainsi , l'expression ci-de^us est la valeur du travail résistant 
produit par le canal sur la particule mobile. Comme la pression que ceUe-çi 
exerce sur le canal est égale et opposée à celle que le canal produit sur elle, le 
travail moteur reçu par le canal sera égal au travail résistant produit sur la 
particule, c est-à-dire à 

p — ^(i— COSoi). 

Si Ton veut avoir le travail transmis , non plus par une particule d'éau , mais 
par toutes celles qu'un courant animé de la vitesse u dans la àiémé direction 
que V , fait entrer dans le canal , toujours dans l'hypothèse où celui-ci est sensi- 
blement horizontal, il suffira de remplacer le poids/) par celui de tout le fluide 
qui entre dans ce canal. £n désignant ce poids par P, on a donc pour ce travail, 
l'expression 

g 

Si , au lieu du travail transmis par un poids "^P de fluide , on voulait celui 
qui est produit dans l'unité de temps par le courant ^ en désignant par a la 
section du canal , et par ir le poids de l'unité de volume du liquide , on rem- 
placerait P par le poids de ce qui entre 4ans funité de temps , c'est-à-dire par 
Tra {u — v), et le travail deviendrait alors 

ira -i-^ (I — cos«) (*). 



(*) Il est ÛMsile de conclure de rexpresiion de ce travail , là pression totale à laquelle le 
canal, considéré comme un corps solide , est sonmis dans le sens de son mouvement. En 
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Ces deux expressions sont semblables à celles que uous avions fl^ouvées précé- 
demment pour le même cas (article 84)- 

L'expression du travail transmis au canal par une seule particule s'étendrait 
au* cas où celui:ci n'est pas horizontal , pourvu que la particule, après être 
redescendue y soit par la même branche, soit par une seconde, ressortît au 
même niveau relatif où elle est entrée , pour quelle reprît ainsi, en quittant le 
canal, la même vitesse relative u — v. Mais il faut bien prendre garde que, dans 
ce cas, om ne passe plus avec autant de généralité du travail produit par une 
particule à celui que transmet un courant. D'abord il faut admettre pour cela 
que le fluide s'élève par une branche et redescend par une autre , ou au moins 
que le canal est assez large pour qu'il s'y établisse un courant ascendant et un 
courant descendant qui ne se gênent pas l'un l'autre. En outre, comme les 
vitesses se ralentissent à mesure que le fluide s'élève, il faut que le canal ait, 
dans le haut , une largeur suffisante pour que la colonne liquide s'élargisse en 
vertu de ces diminutions de vitesses, sans quoi le courant serait gêné à son 
entrée dans le canal , et ne pourrait commencer à s'élever avec la vitesse rela- 
tive u — V. Or ces conditions ne peuvent être remplies dans la réalité quand 
on fait élever et redescendre le courant dans un même canal où le mouvement 
ascendant est gêné par le mouvement descendant. Elles ne peuvent guère 
s'appliquer qu'au cas où l'on fait entrer isolément et par intervalles de très- 
petites masses de liquides qui montent et descendent librement; ou bien pour 
le cas d'un courant continu, lorsque le canal a une branche descendante, et 
qu'il est assez élargi dans la partie la plus haute pour que les vitesses y dimi- 



effet, si P est cette force, le travail traDsmis dans l'unité de temps est Pp, puisque P est 
estimé dans le sens de ^ ; on a donc 

V (u — - v)* 
p^ = na -i L(i — cosa) ; 

d'où en ôtant le fiicteur commun tf , 

P s= Tfa ^î!^— ^ (I — cosa) j 
g^ 

expression '{ui est semblable à celle que nous avons trouvée à l'article 81. 

27 



— ilO — 

nueot, sans empêcher que le fluide ne prenne à son entrée la vitesse u— <c*, 
comme si chaque particule était isolée. 

89. Nous allons revenir encore sur l'extension qu on peut donner à Féqua- 
tion des forces vives, en démontrant que cette équation a lieu aussi dansTin 
système libre de se transporter dans l'espace dans toutes les directions , lorsque 
Ton ne considère que le mouvement relatif par rapport à des axes de directions 
constantes passant par le centre de gravité. Nous donnerons cette proposition 
plutôt comme complément de la théorie que comme un principe Sont nous 
ayons à faire usage dans cet ouvrage; en sorte que, si Ton ne cherche que ce 
qui est le plus immédiatement applicable à la pratique , on peut ne pas s'ar- 
rêter à ce qui termine ce chapitre. 

Supposons que l'on considère un système libre , c'est-à-dire un système tel , 
que les points mobiles n'aient que des liaisons entre eux, sans en avoir aucune 
par rapport à des corps fixes; en sorte qu'un point quelconque du système pris 
à volonté puisse toujours se mouvoir dans touslles sens. Ce cas se présente, par 
exemple, pour une machine à vapeur placée sur un bateau, lorsque l'on com- 
prend le bateau dans le système: il est clair en effet que Fensemble de la ma- 
chine et du bateau forme un système de points qui sont libres de se mouvoir 
dans tous les sens. 

Désignons par X, Y, Z les composantes suivant les axes des forces mouvantes 
et résistantes qui sont appliquées aux différents points du système; par x^jr^ z 
les coordonnées de ces points par rapport à des axes fixes dans l'espace. En 
vertu de ce que les quantités de travail élémentaire Vds , Vds' moteur et résis- 
tant peuvent être comprises dans l'expression \dx + Xdj' + Zdz ^ l'équation 
des forces vives peut s'écrire ainsi , 

Pour transformer cette équation, représentons par (, y], 2; les coordonnées du 
centre de gravité, et par x\j\ z' les coordonnées des points du système, par 
rapport à trois axes parallèles aux axes fixes et passant par ce centre de gravité. 
On aura 

et par suite 

dx = d\'\^d3d, dy:sdr, + dy, dz = d: + dz'. 
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Désignons par V la vitesse du centre de gravité , et par / la vitesse d'un point 
quelconque par rapport aux axes mobiles qui se transportent avec ce centre ; 
par V^ et v\ ces vitesses au premier instant. En vertu de ce que nous avons 
démontré (article 4^, i" partie) , au sujet de Texpression de la force vive totale 
on aura (*) , en désignait par P la somme totale des poids/?, 

^ ^ ^' 

Substituant dans l'équation des forces vives cette valeur de 2^, et une toute 
semblable pour 2^-^; substituant aussi celles de dxy dj^dz^ on trouvera 

Comme les différentielles di^dn^ dx, sont les mêmes dans tous les termes de 
la somme indiquée par le signe 1 , on peut écrire cette équation de la manière 
suivante , 

f[ZX)dl^fmdr.+f{^Z)dX.+zf\dx'+^fYdy^l^^^ 

On démontre dans tous les traités de Mécanique, que pour un système libre 
comme celui dont nous nous occupons , le point géométrique où se trouve le 
centre de gravité de tous les corps qui font partie du sjstème^se ment comme 
un point matériel qui aurait pour poids le poids total du système, et qui serait 
sollicité par la résultante de toutes les forces qui produisent le mouvement, en 
supposant qu'on les ait transportées à ce point parallèlement à elles-mêmes. Ici 
les composantes de cette résultante seront, dans le sens des axes fixes ^ 2X, 2Y, 
2Z. Or, dans le mouvement d'un point matériel libre, le travail du à toutes 
les forces, tant mouvantes que résistantes , est ^al à Taccroissement de la force 
vive; il faut donc que le travail dû aux forces 2X, 2Y, 2Z, appliquées au point 



(*) On n'a point à considérer la troisième partie de la somme des forces vives due à l'é- 
branlement. 
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matériel fictif qui aurait pour poids P, soit égal à V accroissement de la 

PV* PV ' 

force vive de ce points c'est-à-dire à — ^. Or ce travail est égal à 

f{llli)dl+f{ïï)dri + f{lZ)dK,^ puisque di.dm^ t/ç sont les projections de 
l'arc élémentaire décrit par le centre de gravité ; ainsi on a 



/(ïX) dli + /{I Y) dr. + /(2Z) dX.^ — 



PV PVo 



Retranchant cette équation de celle des forces vives , comme nous venons de 
l'écrire plus haut , il restera 

2/ ÇLdx' + Ydy + Zrfz') = 2 ^' — z PijîL. 

Cette équation , par rapport au mouvement relatif, est tout à fait semblable 
à l'équation générale des forces vives pour le mouvement absolu ; en effet 
fÇLdx'+ Ydy ^ Zdz^) est le travail moteur et résistant qui serait produit 
par les forces dont X, Y, Z sont les composantes, si les points auxquels elles 
sont appliquées avaient pour coordonnées dans l'espace x\ y\ z'; c'est-à-dire 
que c'est le travail pour un observateur qui ne tiendrait pas compte du mouve- 

ment de translation du centre de gravité. D'un autre part , 2^— — 2 ^^ «x- 

prime la variation de la somme des forces vives, en ne l'évaluant que pour les 
vitesses relatives par rapport aux axes qui passent par le centre de gravité. Ainsi, 
ies principes déduits de F équation des forces vives ont encore lieu pour un 
système se mouvant librement dans F espace , lorsque les vitesses et les che- 
mins décrits sont évalués par un observateur qui ne tient pas compte du 
mouvement de translation du centre de gravité j mais seulement du mauve* 
ment des points du système par rapporta trois axes de directions constantes, 
entraînés avec ce centre (*). 

En appliquant ce théorème à une machine sur un bateau, on en conclut 
qu'un observateur placé sur ce bateau, et qui ne tiendrait compte que des vi- 
tesses relatives à des axes de direction constante passant par le centre de gravité 



f) Cette proposition se trouve dans la Mécanique analytique de LagraDgc. 
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du bateau, peut appliquer aux mouvements qu'il observe les principes que 
nous avons déduits de l'équation des forces vives ; il lui suffira de tenir compte 
de toutes les forces qui produisent le mouvement du bateau et de la machine. 
S'il se produisait à la surface de la terre des mouvements capables d*en 
ébranler une portion^ on pourrait appliquer à cet ébranlement tes principes 
déduits de l'équation des forces vives^ en ayant égard seulement au mouvement 
diurne de la terre , et sans tenir compte du mouvement annuel. 
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CHAPITRE II. 



(biDmcnt le principe de la transmission do Travail s*étend an monvement des liquides.— 
Application à réconlcment de Teau par un petit orifice. — Du Travail transmis à un vase 
mobile dans lequel entre une veine fluide. — Comment le principe de la transmission du 
Travail s elcnd au mouvement des fluides élastiques. — Application à Técoulement des 
ga/. — Travail qu'exigent les Machines soufflantes. — Du Travail produit par le vent 
sur un plan mobile. 



o- 

90. Âpres avoir exposé ce qui se rapporte aux applications du pnncipe sur 
la transmission du travail, à des corps solides^ il nous reste à montrer comment 
le même principe peut s^appliquer encore aux fluides incompressibles d'abord , 
et ensuite aux fluides élastiques. 

On peut regarder un fluide incompressible comme formé d'une réunion de 
particules matérielles , solides^ lesquelles glissent les unes sur les autres avec un 
frottement presque insensible. L'équation des forces vives s'appliquant à un 
ensemble de corps solides , réagissant les uns sur les autres, en quelque nombre 
qu'ils soient, sans qu'on doive tenir compte des réactions, autrement que par 
les frottements qu'elles produisent; il en sera de même d'un fluide incom- 
pressible. Pour lui appliquer l'équation des forces vives ou les principes qu'on 
en déduit, on n'aura pas à y faire entrer les pressions intérieures que les par- 
ticules fluides exercent les unes sur les autres: il suffira, lorsqu'il s'agit d'un 
fluide pesant , par exemple , de niettr^ au nombre des forces mouvantes ou 
résistantes, les poids des particules et les pressions qui poussent extérieurement 



(*j Voir la première partie (n«» 47, 49, 50, 52 â 55 et 57). 
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les parties mobiles de Tenveloppe de la masse, et d ajouter ensuite dans Fé- 
quatioD un terme n^atif pour le travail résistant dû au frottement. A la vérité, 
celui-ci ne sera pas connu en général, mais au moins on sait par expérience 
qu il est assez faible dans certains cas, et Ton peut ramener diverses recherches 
expérimentales à celles de cette perte de travail due aux frottements entre les 
particules de fluide. 

Les fluides réputés incompressibles ne peuvent être considérés comme une 
réunion de petits corps solides qui maintiennent constants certains volumes, 
qu'autant.que les forces qqi leur sont appliquées ne varient pas trop rapidement 
pour devenir très-considérables. Dans le cas de certains chocs , le fluide qu'on 
appelle incompressible se comprime néanmoins , et Ton doit alors revenir à le 
concevoir comme un ensemble de points matériels, exerçant entre eux des 
répulsions mutuelles. Ces cas sont assez rares ; car en vertu même de la fluidité, 
la rencontre d'un fluide avec un autre corps en mouvement ne produit pas 
ordinairement d'assez grandes forces, sur une grande étendue du fluide, pour 
qu'on ait jamais besoin d'avoir égard à sa compressibilité; elle ne serait en jeu 
que pour des chocs avec des vitesses qu'on n'a guère occasion de considérer, ou 
pour les cas où le liquide serait contenu dans un vase fermé dont les parois 
exercent des pressions énormes. Ainsi , dans les questions qui concernent ordi- 
nairement les machines, on peut regarder l'eau comme un fluide incompres-- 
sible. 

91. Nous allons appliquer les considérations du n^ 58, au mouvement per-* 
manent de l'eau qui sort d'un Vase pour s^écouler par un orifice assez petit pour 
qu'on puisse regarder toutes les particules fluides qui y passent comme ayant 
la même vitesse. Nous supposerons qu'à la sortie de cet orifice, la veine ait 
dans une petite étendue la forme cylindrique, et qu'ainsi toutes les vitesses y 
deviennent parallèles: c'est la section dans cette partie cylindrique que nous 
appellerons t orifice. Pour qu'on se représente mieux cette supposition , nous 
pourrons concevoir qu'ti partir du point de la veine où les vitesses commencent 
à être parallèles , on la fasse entrer dans un canal cylindrique dont la section 
sera précisément celle de la veine en ce point. Nous allons retrouver facilement 
la formule connue pour le mouvement , lorsque les vitesses ne varient plus avec 
le temps et que l'écoulement est devenu ce qu'on appelle permanent. 

Établissons l'équation des forces vives pour une masse d'eau formée de ce qui 
est contenu dans le vase et dans le canal jusqu'à l'orifice, et suivons cette masse 
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dans son mouvemeot, à mesure quune portion s'avance dans le canal , eC 
tandis qu'une autre descend dans le vase. Les forces mouvantes sont ici , le poids 
(lu (luide et la pression à la superficie supérieure; les forces résistantes sont la 
pression sur la surface qui forme dans le canal le sommet du volume qu'on y 
considère, et en outre les frottements. 

Désignons par P le poids de l'eau écoulée pendant un temps très-petit ^ A^, 
et par h la hauteur verticale, entre le centre de gravité du nouveau volume 
d'eau qui s'est avancé dans le canal et le centre de gravité d'une tranche d'un 
volume égal à la surface supérieure du liquide dans le vase. Gomme ce dernier 
volume a très-peu d'épaisseur, la hauteur h sera sensiblement égale à la distance 
verticale entre la surface supérieure du fluide et le centre de la veine qui s'é- 
coule. D'après ce que nous avons établi, article 69, le travail moteur du au 
poids de toutes les particules fluides que nous considérons sera exprimé par P/r. 
Représentons partro la pression atmosphérique qui agit sur une unité de surface 
à la superficie supérieure du fluide ; par a^ sa section , et par u^ les vitesses 
sensiblement constantes qui ont lieu à cette superficie. Lie travail moteur, dû à 
cette pression, sera T:.a^u^tit. Désignons par tt la pression pour une unité de 
surface qui serait pressée comme le sont les points de la tranche qui termine le 
volume que l'on considère dans la veine d'écoulement ; représentons par a la 
section de cette veine, là où les particules se meuvent bien parallèlement; et 
enfin par u la vitesse qui a lieu dans cette veine. Le travail résistant, dû & la 
pression tt pendant le même temps A^ 9 sera %autit. Si nous désignons enfin 
par T le travail résistant dû aux frottements, le travail total sera: 
P/t 4- ttoCiMM — nantit — T. Pour calculer l'accroissement de la force vive , il 
suffira, comme nous l'avons remarqué à l'article 85, de retrancher de celles des 
particules comprises dans ce volume nouvellement avancé par en bas , celles des 
particules qui étaient dans le volume s^bandonné en haut du vase : P étant le 
poids commun à ces deux volumes égaux de fluide , on a pour Taccroissement 

de la force vive P s^ — P Y"* ^ principe de la transmission du travail donnera 

donc 

Vh + it^aj^^M— TzauM^T = P ( " ~^ Y 

On pourra .simplifier cette équation en remarquant que le canal d'écoulé» 
ment ayant peu de hauteur, ]a pression ir entre les paiticules fluides, lorsqu'on 
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y suppose le mouvemeai rectiligne et uniforme , sera très-peu différente de la 
pression atmosphérique tt. qui s'exerce à la superficie du vase. D'autre part , le 
volume de la masse totale du fluide que Ton considère restant constant, la 
portion de ce volume qui avance en bas est égale à ce qui est abandonné par 
en haut; on a donc a.ujS.t = auAt. Ainsi^ dans l'équation précédente, les deux 
termes i:^ji.At et nauAt se détruisent. Si Ton admet en outre qu'il n'y ait pas 
de frottements sensibles , on trouvera 



-=K^). 



ou la formule connue 



2g^A = u* 



Les suppositions précédentes n'étant pas très-exactes , il n'est pas étonnant 
que Fobservation ne confirme pas tout à fait ce résultat. 

Les différences peuvent provenir, i** de ce que dans ces expériences on ne 
mesure pas la section de la veine en un point où tous les filets soient parallèles , 
et où l'on puisse regarder la pression dans toute cette veine comme égale à celle 
de l'atmosphère ; 2'' de ce qu'on néglige les frottements , soit dans le vase, soit 
dans le canal; 3* enfin ^ de ce que l'on suppose que toutes les vitesses sont 
égales dans la veine. 

Quand on veut comparer les résultats de Texpérience et ceux que donne la 
formule , on mesure la vitesse u en observant le volume d'eau écoulé dans l'u- 
nité de temps, et en divisant ce volume par la section de la veine. Si Ton 
désigne cette section par a, qu'on représente par u la vitesse d'un filet flnide 
dont la section est esta ; la vitesse moyenne déduite de l'observation , quand les 
vitesses ne sont pas les mêmes pour tous les filets de la veine d'écoulement, 

sera / — . Celle qui donnerait la force vive qui doit être introduite dans la 

formule précédente, est t/^^» P ^^n^ 1^ poids de l'eau écoulée dans l'unité 

cle temps, etp le poids analogue pour un filet élémentaire de la veine. Or, le 
poids p d'un filet fluide, dont toutes les parties ont la vitesse n, est proportion- 
nel au volume de ce filet , c'est-à-dire k uda\ en sorte qu'on peut remplacer p 
par uda^ et P par fuda. La vitesse moyenne qui conserve Fexactitude à l'é^ 

28 
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quation précédente ectdooc 



V 



fu}da 
fuaa* 



Cette expression diffère en général de la vitesse moyenne déduite de robsenra* 

/uda ,^. 
— ( )• 

92. Nous appliquerons encore le principe de la transmission du travail» 
da ns le mouvement des liquides , )i une question qui complétera ce que nous 
avons dit dans le chapitre I , sur le travail que peut transmettre une veine 
fluide, et qui trouvera son application immédiate dans la théorie des roues 
hydrauliques. 

Nous allons chercher le travail que reçoit un vase mobile dans lequel entre 
un courant ou une veine fluide, dont les particules restent ensuite quelques 
instants dans ce vase^ celui-ci étant supposé assez grand pour contenir ce que 
fournit le courant pendant un certain temps. 

Supposons d'abord qu'une veinfs fluide, ayant une vitesse a, entre dans un 
vase immobile; désignons par P le poids de Teau qui arrive ainsi dans le vase 
pendant l'unité de temps. Le liquide, après avoir conservé du mouvement 
dans le vase, en tournoyant pendant quelques instants , finira par y perdre ce 
mouvement en totalité^ et tout le travail que possédaient les particules qui 

sont entrées pendant l'unité de temps , c est4i«dire toute la force vive P ^ , sera 

absorbée par les frottements dus aux mouvements de Fean , et par les ébranle- 
ments qui pourront se propager au vase et à ses supports. 

Concevons niaintenant que la même veine fluide , dont toutes les parties sont 



(*) En rappotant que la viteue décroiMe du oeiitfe à la dreonférenee d'une veine drcu- 
laire , ftoivant la loi des ordonnées d'une parabole, on trouve que la vitesse qu'il faudrait 
substituer à celle qui est fournie par la quantité dVâu écoulée', est représentée par Hypo- 
ténuse d'un triangle rectangle dont un des cAtés est cette dernière vitesse , et Fautre la moitié 
de la différence qu'il y a entre la vitesse au centre, et celle qui a lieu à la ei rc on féfenee de 
la vtîtte. 
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toujours animées d'une vitesse m, arrive dans un vase qui ne sOit plus immo- 
bile, mais qui possède déjà ^ dans le même sens que u, une vitesse (^ bien uni- 
forme et tout à fait obligatoire. Examinons que] sera le travail que recevront 
les parois du vase dans Tunité de temps , par suite de la pression qu'elles éprou- 
veront de la part du fluide qui y entre. Nous ferons abstraction de la pesanteur^ 
en sorte que nous ne traiterons d abord que du mouvement horizontal. Si Ton 
voulait ensuite considérer un mouvement vertical, il serait facile d'avoir égard 
au poids du fluide contenu dans le vase. 

En vertu du principe sur la transmission du travail, celui. que recevra le 
vase dans l'unité de temps sera égal à la force vive de l'eau qui y entre pendant 
ce temps y diminuée de la force vive qui reste à l'eau dans le vase et du 
travail perdu par les frottements et les ébranlements : cherchons d'abord à 
évaluer cette perte. Nous remarquerons , pour cela ^ qu'elle ne dépend que des 
mouvements relatif des particules entre elles et par rapport au vase ; elle ne 
diangerait certainement pas si Foo donnait à l'ensemble du vase et du fluide 
un monvement commun quelconque ^ par exemple, une vitesse égale et 
of^poaée k celle du vase* Mais alors odui^^i deviendrait iflaniobîle » et l'eau y 
arrivant avec one vitesse u^P^j perdrait dans l'unité de tempe un travail qui 

serait P ^ ; donc cette expression est aussi la mesure de ce qui est perdu 

par les frottements et les ébranlements, si l'on ne donne pas un mouvement 
commun au courant et au vase, et qu'on laisse à celui-ci la vitesse v dont nous 
l'avions supposé animé. 

La force vive de l'eau qui entre dans le vase pendant l'unité de temps , avec 

une vitesse tf y est P — ; la force vive qui restera à cette eau une fois qu'elle 

n'aura plus de mouvement relatif dans le vase, et que tontes ses particules 

auront pris la vitesse v deceloi-ei i ann pour ttpressiofi P ^; enfin» le tnvaîl 

perdu «o frottement est .^ à P - ^^ . Ainai ]« travail traauuu aux paro» 

dtttase, toajotm daim Puirité deteoips, devant être égal à lapMttièK qmntitë 
diminuée de la somme des deux aub-es, aura pour expression 
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ou eu réduisant 



Il faut bien faire attention que .le poids P du fluide qui entre dans le vase 
pendant Tunité de tçmps, n'est pas celui que fournirait en même temps l'orifice 
par où sort la veine. Si A est la section de cette veine, n le poids du mètre 
cube de fluide , P sera égal à irA (m — if), tandis que le poids qui sort par To- 
rifice serait irAi/. En mettant pour P sa valeur, le travail transmis dans l'unité 



de temps sera 



A 



93. Si , au lieu de supposer un seul vase qui recule devant le courant et 
ne reçoit pas ainsi autant d'eau que celui-d en fournit, on imagine qu'après 
que ce premier vase a parcouru un certain espace , un second vienne se replacer 
devant lui et reparcourir le même chemin , jusqu'à ce qu'un troisième revienne 
se placer devant celui-ci, et ainsi de suite, de manière pourtant que chaque 
vase ne quitte pas le courant avant d'avoir reçu la portion qui est devant lui , 
et qui ne peut plus entrer dans le vase suivant : alors les vases, dans leur en- 
semble , auront reçu toute l'eau fournie par le courant, dans un temps donné» 
Le travail total qui leur sefa transmis aura toujours pour expression 

mais P deviendra ici une quantité constante; ce sera le poids total icAu de l'eau 
fournie dans l'unité de temps par l'orifice d'où sort la veine, et non plus celui 
de l'eau reçue par un seul vase qui reculerait devant le courant. 

Cette dernière expression est celle qu'il faut employer dans le cas d'une lame 
d'eau reçue par des augets ou des aubes emboîtées dans une rooe hydrauKqoe. 
Nous ne nous occuperons donc que de celle«lk ; et si , pour simjdifier les idées , 



C) Ce résolut a été donné par Petit» dans son ooars de machines à l*Ëcole polyiedi|iiq9e; 
mais il l'avait fondé sur le théorèfne de Camol , dont on oe voit pas qu'on puisse faire une 
application à ee cas. 



nou» ne parlons que d'un vase ^ il faudra supposer, qu'il se présente au courant 
pendant le temps nécessaire pour que le poids P , fourni dans Tunité de temps, 
puisse y entrer totalement. 

Nous venons de supposer » dans ces considérations^ que l'eau reçue dans le 
vase y reste assez longtemps pour y perdre tout son mouvement relatif par les 
frottements. Mais pour passer au cas des augets ou des aubes d'une roue , quand 
elles sont embc^iées dans un coursier, il faut supposer que Teau, après avoir 
été quelques instants dans le vase, en sort par une ouverture fort large^ avant 
d avoir perdu tout le mouvement relatif ou de bouillonnement qui eût été 
entièrement éteint par les frottements et les ébranlements, si Feau y fut restée 
plus longtemps. H est facile de voir que les résuluts précédents s'étendent de 
même h ce cas. 

Supposons toujours qu'il s'agisse d'une quantité d'eau limitée P , qui entre 
dans le vase, y reste quelques instants epfermée, puis en sort par son propre 
poids en passant par une large issue qui vient à s'ouvrir. Quelque peu de temps 
que l'eau ait été dans le vase , son centre de gravité y aura pris la vitesse v de 
ce vase. Chaque particule , dont nous représentons le poids par/», conserve 
encore une certaine vitesse par rapport h ce vase; nous désignerons cette vitesse 
par v\ en négligeant la portion de la vitesse de sortie qui provient du poids de 
l'eau que nous mettons en dehors des calculs. La force vive de l'eau à la sortie 
du vase, en vertu de ce que npus avons établi, article 48, première partie , se 
composera , dune part, de la force vive due à la vitesse v du centre de gravité, 
et d'une autre, de oelle qui est due aux vitesses relatives k des axes passant par 
ce centre, c'est-à-dire aux vitesses (^ (*). Elle sera donc 

^ y^ à' 

$i l'on applique les raépies considiSraàons que nous venons d'employer pour 
trouver le travail perdu par les frottements et les ébranlements dans le vase 
avant que l'eau e^ sorte, on trouvera facilement que ce travail ne sera plus 



(*) Li troisième partie à fiûre entrer dans l'évaloalîan de la •omme des forccê vives , c%t 
miiîe ici , poisqn'oo n'a point à conridérer d 'é ta tal e t e n t de la part des molécaln. 



P ^" ^' , comme si toutes les particules d'eau avaient perdu leurs vitesses 
relatives dans le vase en le quittant, mais qu'il deviendra 

Le travail transmis au vase en mouvement étant ^al k la force vive de Tean 
qui y entre ^ diminnée des deux expressions ci'<Iessus, on voit que le terme 

2p — dû aux vitesses de tournoiement et de bouillonnement qui subsistent 

encore dana Teau quand elle sort du vase, disparaît dans l*expresaîoii de ce 
travail transmis. En effet , il se trouve en moins dans le travail perdu en frot- 
tements et en ébranlements, et en plus dans. celui qui provient de la force vive 
de Veau à la sortie do vase. On a donc toujours pour le travatt reçu par le vase 

ou bien 



94' On peut considérer aussi le cas où la vitesse i/ du vase n*est pas dans la 
même direction que la vitesse u du courant. Remarquons d*abotd que ai l'on 
veut, dans ce cas, que Teau fournie par le ooorant dans Funité de temps son 
reçue par le vase, il faut supposer Fouvérture suffisamment grande, on plntôt 
il faut en concevoir plusieurs les unes au-dessus des autres, comme cela arrive 
poilr les augets ou les aubes d'une ro^ hydraulique qui reçoit toute Feau fournie 
par un courant» 

La perte de travail par les mouvements relatifs dans le vase sera toujours 
égale , dans ce cas, fa la force vive totale qu'aurait lé fluide si Too ramenait le 
vase au repos. Or, si l'on représente par a l'angle des deux vitesses dn courant 
et du vase, cette force vive relative résultant de la vitesse u et d'une vitesse 

P 

opposée à (^, a pour valeur le produit de -- par le carré de la vitesse résul- 
tante; elle sera donc 



Tellg est Fespreasion de la perte àae aux frottemeots, aux ébranlements et aux 
TÎtesses de tournoiement qui peuvent se conserver dans le fluide quand il sort 
du vase. Le travail transmis sera donc 

ou 



P 



g 

Ainsi, le seul cbangenwu à faÎN daas ce,cas, à la formule trouvée précé-* 
derament, c'est de substituer à la vitesse u du courant, sa oompoaante i^cosa 
dana le senade la vitesse du vase. 

U est bon de ronarquer.^pie cette formule et lea précédeiitet ne supposent 
aucune hypothèse sur la nature du mouvement du fluide dans le va^; elles 
convi^tment k toutea les cîfcoostances physiques qui peuvent se présenter. En 
cela, elles sont plus exaetce que ceUes qne naos avons données à l'article 84, 
pour le travail transmis à un canal ou à un plan mobiles qui reçoivent l'action 
d'une veine fluide. 

95. Comme conséquence des formides précédentes , on peut donner la près- 
sîooaioyenDe que supporte 9 dans le sens de son mouvement , un vase mobile 
lorsqu'il reçoit «ne veine fluide. Supposons d'abord que h vitesse de celle-ci 
soit dans la même direction que celle du vase. Si Ton représente par F la force 
qae nons dierdions, le travail transmis au vase dans Tunité de temps sera Fç. 

Mais, d'une autre part; ce travail a' pour expression Pu ^ en désignant 

par P le poids de Teau reçue dans l'unité de tonps; ainsi on a Téquation 

ou bien 

g 

Si l'on désigne par A la section de la veine fluide k son arrivée dans le vase, et 
par ir le poids du mètre cube de ce fluide ^ on aura P=:7rA (i^ — si)^ d'où l'on 
eonclut 



g 

Cette formule subsistant, quelque petite que soit la vitesse v, on peut j 
faire f =o, et Ton a pour un vase en repos 

u* 

c'edt-k-dire que b pression est ^ale au f>okls d*une coloone liquide qui aurait 
pour base la section de la veine fliyde , et pour hauteur le douUe de celle qui est 
due à la vitesse du fluide. 

Dans le cas où le vase est en mouvement , si au lien d'en considérer un aecdy 
on imagine une série de vases, oonome les augets on les aubes d'une roue, 
alors pour leur ensemble, le poids total P de Feau reçue daps Tunité de temps 
sera ttAu; on aurait donc pour la pression moyeoiie qu'on pourrait concetoir 
comme supportée parle corps solide auquel ils seraient attadiés 

FssicAtt : 

g 

Cette expression difière de celle que nous venons de trouver pour la pression 
sur un seul vase; mais il faut faire attention que cette dernière n'est que la 
pression hypothétique qui, appliquée à un point ayant la vitesse (^ des aubes ou 
des augets d'une roue hydraulique ^ donnerait la mesure du travail transmis par 
tout le courant fluide. 

Si la veine fluide n'avait pas la même direction que celle de la vitesse du vase, 
quand celui-ci est mobile, et que l'angle de ces deux vitesses fftt représenté para, 
on trouverait facilement que la pression sur un seul vase, dans le *sens de son 
mouvement , est 

g 

et que , pour l'ensemble de plusieurs vases, recevant toute l'eau fournie par la 
veine dans l'unité de temps, cette pression devient 
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96. Nous allons examiner maintenant comment le principe de la transmis- 
sion du travail peut s'appliquer au mouvement des fluides élastiques. 

On doit considérer ces fluides comme un ensemble de particules matérielles 
qui réagissent le», unes sur les autres par des répulsions mutuelles. Conmie il 
n'existe plus alors aucune liaison de position entré ces particules, il suffira 
d'appliquer le principe de là transmission du travail comme on le ferait pour 
des points matériels libres, en tenant compte toutefois de toutes les forces qui 
se développent entre eux , et du travail qui résulte du rapprochement ou de 
l'écartement de ces points : ce qui introduit un terme de plus que dans le cas 
où il s'agit de fluides incompressibles. Comme ces forces sont, des réactions 
mutuelles, ce travail ne dépendra pas du mouvement propre des particules, 
mais seulement de leur rapprochement ou de leur écartement , c'est-à-dire de 
la pression ou de la densité en chaque point du fluide. De cette dernière re- 
marque nous conclurons que le travail moteur ou résistant qui est dû à ces 
actions réciproques des particules fluides, pendant la dilatation ou la compres- 
sion , sera toujours le même , si la masse totale passe d'une densité déterminée 
à une autre aussi déterminée , quel que soit d'ailleurs le mouvement qu elle 
ait pris. On aura donc l'expression de ce travail en le calculant pour une com- 
pression ou.dilatation très-lente , lorsque le fluide est renfermé dans une enve- 
loppe qui s'étend ou se resserre peu à peu. Mab alors , d'après le principe de la 
transmission du travail, le gaz, n'ayant pas pris de force vive, transmettra à la 
paroi qui l'enveloppe, dans le cas de la dilatation, tout le travail qui est dû aux 
réactions développées entre ses particules , ou il aura absorbé , dans le cas de la 
compression , un travail résistant égal à celui qu'a reçu cette même enveloppe. 
Ainsi on obtiendra, soit le travail moteur, soit le travail résistant qui est dû k 
ces réactions moléculaires par un changement d'état du gaz, en se sei^ant de 
la formule établie à l'article 78, savoir i:fpdv\ jr représentant toujours le poids 
d'un mètre cube d'eau , p la hauteur de la colonne de ce liquide qui produi- 
rait la pression qui a lieu dans le gaz , à chaque jinstant , et dv la difilérentielle 
du volume variable. On sait que dans le cas où les températures restent con- 
stantes, comme cela arrivée très-peu près ordinairement, les volumes varient 
en raison inverse des densités; en sorte qu'en désignant par p^ et v^y la pre- 
mière pression et le premier volume de départ, on a pi^z:^p.v^j ou bien 

dv=:z — ^ dp. Substituant dans l'intégrale, elle devient 

29* 



pour la dilatation. . . itpo^.^(^]y 
et pour la compressioD , np^yo log ( ^ ) • 

Telles seront les expressions du travail moteur ou du travail résistant dû k 
la dilatation ou à la compression d'un volume (^o d'un gaz, dont tous les points 
passent de la pression p^ à la pression p. 

H est facile de comprendre que, si une masse d*air en changeant d*état na 
pas conservé la même densité en tous ses points , on pourra la partager en élé- 
ments de volume assez petits pour que dans Tétendue de chacun .d'eui^ la den- 
sité soit la même. Alors le travail produit ou absorbé par chacun de ces éléments 

sera donné par Texpressioû 7c/>^t'«log(^^V ou itp.i'.logCp.) — 7î)oC'olog(/)); il 

ne dépendra que des premières et dernières densités. Pour Fétendre h toute la 
masse, il suffira de faire deux intégrales, chacune du genre de celles qu^on 
exécute quand on veut obtenir la masse d*uû corps au moyen de sa densité ; 
avec cette seule différence , que la densité sera remplacée ici dans la première 
intégrale par TfPolog(po)î et dans la seconde par Tup, log(/)). Si, dans les deux 
états de la masse fluide , au premier et au dernier instant que Ton considère, 
il y a des parties décomposables en éléments égaux en volumes deux i deux et 
de même densité , c^ux qu'ils introduisent dans ces int^rales se détruisent 
deux à deux , et Von n'aura à étendre les sommes qu'aux autres éléments de 
volumes pour lesquels les densités né sont pas les mêmes au premier et au 
dernier instant. Ceci revient donc à dire que, dans Févaluation du travail mo- 
teur on résistant, dû au changement d*état d'un gaz pendant qu'il prend un 
mouvement quelconque, on n'aura pas besoin d'avoir égard à certaines parties 
de ce gaz au premier et au dernier état , lorsqu'elles seront décomposables en 
un même nombre d'élémedts qui , dans les deux états du gaz , soient égaux en 
volume et en densité. Ainsi, si une masse d'air sort d'un réservoir, et qu'on 
admette qu'entre deux instants déterminés une portion de ce réservoir soit 
occupée par des masses ayant des densités égales aux mêmes lieux , on n*aura 
pas à tcfnir compte de cette portion dans le calcul du travail ; il suffira de sup- 
poser que la portion de la masse d'air qui occupait Tespace abandonné dans le 
réservoir a passé elle-même de la densité qu'elle y avait à la densité du gaz qui 
est sorti du réservoir. Cette simplification est analogue k ce\\e que nous avons 
Judiqi^ à larticle 85 pour le calcul de la somme des forces vives. 
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Il est essenùd de oe paa pefdns ^de tw. q^ le travail moteur au k la .dila- 
tation d'un gas n'est reçu en* totalité par les corps extérteura,.iiii'ântant tfae 
toutes les particules matérielles du flinde n'ont pas diangé de vitea^è ; autre- 
ment la force vive qu'elles gagneraient ou qu'elles perdraient, ferait varier 
d'autant moins , mais-^nseoa oontraire, le travail transmâi k ces corps. J>e 
mème^^'iJi s'agit de travail réaûtank dû à la compression, pour obtenir iceAui qui 
est produit sur ces corps eitérieitrs il faudrait* ajouter ou retrancher k l'ex- 
pression Gi*dessus la force vive que gagneraient ou que perdraient les particules 
fluides. 

97. Pour donner un exemple de Tapplication du principe de la transmission 
du travail à un fluide élastique , supposons qu'il s'agisse da mouvement de 
l'air qui sort d'un réservoir d'où il est ehsissé par la descente d'un piston p ou 
par le mouvement d'une paroi mobile de forme quelconque. Nous ferons sur 
l'orifice et sur la veine qui en sort les mêmes bjpotbëses que pour le mouve- 
ment de l'eau , c'est-^-dire que nous sgpposeronsque dans une certaine étendue 
de la veine d'écoulement les vitesses deviennent parallèles : ce sera la section à 
l'origine de cette étendue de la veine que nous prendrons pour Torifice. Nous 
supposerons en notre que le mouvement soit permanent , c'est-à^^ive que les 
vitesses et les pressions ne varient pas d'un instant à l'antre au même lieu du 
réservoir. 

Appliquons le principe de la transmission de travail à une cectaîoe masse 
d'air remplissant le. réservoir et se terminant à l'orifice, et considérons le mou- 
vement pendant un temps peu considérable. 

Il faudra tenir compte du travail produit par la pression du piston , de celui 
qui est dû à la pression qui agit sur la dernière tranche d'air que l'on considère 
dans la veine d'éconleoatent; du travail qm est produit par la descente on l'as- 
cension de l'air, par l'çxpansion de celui qui est sorti du réservoir, et enfin par 
les frottements. 

Représentons parp^ la hauteur de la colonne d'eau qui produirait la pression 
de l'air qui a lieu dans le réservoir, contre le piston ou la paroi mobile qui 
chasse Tair; cetle pression sera due k celle de l'atmosphère et à la force qui 
agit en outre sur cette paroi. Désignons par /> la hauteur analogue qui produi- 
rait la^ pression on là densité de Tair qui passe dànk la veine, et par P celle qui 
correspond à la pression atmosphérique. Représentons par u^ la vitesse du 
piston, ou celle de là partie mobile de Fenveloppe de forme quelconque qui 



limite la masse d'air que l'on considère dans le réservoir. Déngnonspar i^, le 
volume abandonné par cette enveloppe en se reAerrant. Représentons par u la 
vitesse dans la veine d'écoulement , et par u le volume envahi dans cette veme 
par la masse d'air que nous considérons. Soient enfin h la hauteur du piston 
an-dessus de l'orifice, ir le poids de l'unité de volume de Fean , et ^\e poids de 
l'unité de volume de l'air à la pression atmosphérique P et k la température 
qui a lieu pendant le phénomène. On aura , pour le travail moteur dû è la 
pression exercée par le piston ou l'enveloppe , dans le temps que nous considé- 
rons, l'expression tt/^o^o; pour le travail résistant dû à la pression/? qui a lieu 
danit le tuyau sur les dernières particules que l'on y considère, i^; pour celui 

qtii est dû au poids de Tair, l'expression m ^—- : ce dernier travail pourra être 

moteur ou résistant , suivant que l'orifice sera en bas ou en haut du réservoir. 
Q>mme les densités sont supposées rester les ménies aux mêmes lieux dans le 
réservoir , le travail moteur dû aux dilatations de l'air se réduira , comme nous 
l'avons dit à l'article précédent , à celui qui résulte de la dilatation de l'air sorti 

du réservoir, c'est-è<<lire k ir/>o^0 log (^ )• Enfin , le ^«vail rcsbtant dû aux 

frottements sera une quantité inconnue que nous désignons par T. Quant k la 
variation de la somme des forces vives , comme il y a permanence dans les 
vitesses et les densités dans le réservoir, elle sera seulement la force vive du gaz 
sorti, moins la force vive d'une masse ^le qui occupait l'espace envahi par 

l'enveloppe dans, le réservoir. Le poids de cette masse est -^p.Vo* La vitesse 

dans la veine d'écoulement étant u, et celle contre l'envebppe dans le vascyi^oy 
la variation de la somme des forces vives de tout le fluide en mouvement sera 

^j^oi^o ( "T^ y En appliquant donc le principe de la transmission du travail 

pour un temps peu considérable , pendant lequel le mouvement reste perma- 
nent, on aura 

Nous mettons ici le double signe au travail dû au poids du gax pour comprendre 
les deux cas où l'orifice est , ou en bas, ou en haut du réservoir. 
En vertu de ce que les densités sont supposées ne pas varier dans le réservoir, 
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la masse d'air qui a passé par Torifice est égale à celle qui occupait l'espace 
envahi par le (HSton. En sorte qu'on a 

Cette égalité faisant disparaître les deux premiers termes de l'équation précé- 
dente^ elle devient 



^ '^P^J^ 



+w.k,(&)-T =::&!:• (i^i:). 



Si l'on uégUge, i"* la petite quantité de travail dû au poids du petit volume 
d'air sorti pendai^t le temps peu considérable que l'on considère; s"" le travail 
qid est dû aux frottements ; Z"* le carré de la vitesse u^ du piston ou de l'enve- 
loppe mobile devant celui de la vitesse u dans la veine ^ ce qui suppose Torifice 
assez petit devant l'étendue de cette enveloppe mobile; on obtient en suppri- 
mant le facteur commun p^Vo 



ou bien 






Telle est la formule qui donne la vitesse u en fonction de la pression dans lu 
veine. En prenant approximativement cette pression égale à celle de l'dtmo- 
sphère y ainsi qu'on l'admet ordinairement dans ce cas, on trouve des vitesses qui 
ne dépassent guère de plus d'un dixième celles qu'ont fournies diverses expé- 
riences , toutefois , en mesurant l'orifice là seulement où les vitesses sont paral- 
lèles, ou, ce qui revient au même, en mettant un petit tuyau cylindrique qui 
détermine ce parallélisme. 

Pour appliquer cette formule aux expériences que d'Âubuissou, ingénieur 
des mines y a faites pour de petites pressions d'un à deux centièmes d'atmo- 

^hère, on peut prendre log^^lsr:^^—, en négligeant une quantité moin- 
dre que -f^iZL.j . On trouve alors 
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Ici p^ — P est la hauteur d'eau qui représente Texcès de la pi«asioB omire le 
piston ou Fenveloppe mobile sur celle de Tatoiosphère; c est la pveiaioii due 
seulement à la force qu'on applique au piston. 

Si Ton compare cette dernière valeur de u avec celles que fournissent les 
expériences dont nous venons de parler^ on trouve quelle doit Msfi affectée 
d'un coefiicient de réduction d'environ 0,9 ]. Je ne connais pas d'obierv^lioDs 
qui fassent connaître si Ton peut conserver ce coefficient pour de grandes 
pressions; mais néanmoins il paraît assez probable qu'on n'a pas besoin de le 
changer pour la pratique, en sorte qu'on peut poser 



« = 0,9lK{2;y^Plog(&) j. 



Il est bon de ne pas perdre de vue que les formules précédentes s'appliquent 
à une forme quelconque du réservoir et de Tenveloppe mobile; elles ne suppo- 
sent que des pressions égales en tous les points de cette enveloppe , conjointe- 
ment avec l'hypothèse de la permanence dans le mouvement. 

On peut remarquer aussi que si l'on considère un réservoir un peu grand, 
ces mêmes formules s'appliqueraient au cas où il se viderait par l'effet de Tex- 
pansion de l'air , que l'enveloppe soit ou ne soit pas mobile; car alors les 
vitesses et les densités variaot très-peu d'un instant à Fautre, on resteirait dans 
les suppositions qui ont fourni ces formules. Il suffirait , pour obtenir la vitesse 
d'écoulement à un instant donné, de connaître k cet instant les pressions dans 
le réservoir et dansja veine (*). 

Oh peut remarquer que , dans le cas où Ton connaîtrait la pression p. , dans 
le réservoir, et la vitesse u qui doit avoir lieu à la sortie , on en conclurait le 

rapport — entré les pressions dans ce réservoir et dans la veine d'écoulement , 

par la formule 

Nous ferons usage plus loin de ce résultat. 



(•) Depuis que j'ai écrit ceci , j'ai eu connaissance d'un article des Annales de Physique 
et de Chimie où Navier a donné la même formule en se basant sur l'hypothèse du paiallë- 
Usme des tranches. 
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98. La question-qu on se propose ordinairement relatiyement à Femploi des 
moteurs pour faire marcher les machines soufflantes dans les hauts-fourneaux 
et les forgesy c'est de connaître le travail qui est nécessaire pour chasser par un 
orifice déterminé , dans Funité de temps , un volume donné qu'on suppose à la 
pression atmosphérique. 

Cette question se résout très-facilement , sans supposer même d'autre per- 
manence que celle de la vitesse d'écoulement , laquelle a lieu assez sensiblement, 
surtout quand il y a un réservoir; on n'a, pas besoin de considérer les soufflets 
comme produisant une pression constante. En se reportant à ce que nous avons 
dit à l'article 96 , on voit que le travail produit par le piston ou le soufflet s'em- 
ploie, en partie , à comprimer de l'air pris à la pression atmosphérique , et en par- 
tie à lui donner de la vitesse. Or, ce qui est employé à la compression , en ayant 
égard à la pression atmosphérique, se trouvant restitué quand l'air est revenu 
à sa première densité en sortant de l'orifice, on peut en faire abstraction; en 
sorte que l'on est dans le même cas que si le travail moteur du soufflet était 
immédiatement employé à produire la vitesse de fair à la sortie de l'orifice. Si 

l'on désigne par V le volume qu'on veut faire sortir par seconde de temps , et 

Y 
par a l'orifice , la vitesse à la sortie devra être égale à ~. Le gaz qui sort dans 

l'unité de temps aura donc une force vive égale au produit du carré de la vitesse 

-T, multiplié par le quotient du poids 'wV de ce gaz, divisé par 2^, ou l\ -— . 

Ainsi le travail pour chasser le volume Y par l'orifice doit être par unité de 
temps 

Ce résultat subsiste, quelle que soit la forme du soufflet, et sans qu'on doive 
y considérer un mode d'action permanent; il suffit que la vitesse reste sensi- 
blement constante à l'orifice. 

Ce travail devrait d'abord être augmenté de celui qui est perdu par les frot- 
tements dus au mouvement de l'air, et de l'erreui' qu'on peut commettre en 

y 
calculant la force vive à forifice par la vitesse moyenne -.Or, ces deux causes 

d augmentation soM renfermées dans ce que l'observation a appris sur l'inexac- 
titude de la formule de l'article 97. L'expérience ayant démontré qu'avec des 
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Ici />» — P est la liauteur d'eau qui représente l'excès de la pi«ssioB contre le 
piston ou Venveloppe mobile sur celle de Tatoiosphère; c'est la presaioA due 
seulement à la force qu'on applique au piston. 

Si l'on compare cette dernière valeur de u avec celles que fournissent les 
expériences dont nous venons de parler^ on trouve qu'elle doit Hsf affectée 
d'un coefficient de réduction d'environ 0,9]. Je ne connais pas d'ohaerv^itioDs 
qui fassent connaître si Ton peut conserver ce coefficient pour de grandes 
pressions ; mais néanmoins il paraît assez probable qu'on n'a pas besoin de le 
changer pour la pratique, en sorte qu'on peut poser 



« = 0,9lK{2;yJP.log(&) j. 



Il est bon de ne pas perdre de vue que les formules précédentes s'appliquent 
à une forme quelconque du réservoir et de renveloppe mobile; elles ne suppo- 
sent que des pressions égales en tous les points de cette enveloppe , eonjointe- 
ment avec l'hypothèse de la permanence dans le mouvement. 

On peut remarquer aussi que si l'on considère un réservoir un peu grand, 
ces mêmes formules s'appliqueraient au cas où il se viderait par l'effet de l'ex- 
pansion de l'air y que l'enveloppe soit ou ne soit pas mobile; car alors les 
vitesses et les densités variaot très-peu d'un instant à Fautre, on resterait dans 
les suppositions qui ont fourni ces formules. Il suffirait , pour obtenir la vitesse 
d'écoulement à un instant donné, de connaître k cet instant les pressions dans 
le réservoir et dansja veine (*). 

On peut remarquer que, dans le cas où Ton connaîtrait la pression p^ , dans 
le réservoir, et la vitesse u qui doit avoir lieu k la sortie, on en conclurait le 



6 
P 

par la formule 



rapport — entré les pressions dans ce réservoir et dans la veine d'écoulement ^ 



Nous ferons usage plus loin de ce résultat. 



(*) Depuis que j'ai écrit ceci , j ai eu connaissance d*un article des Annales de Physique 
et de Chimie où Navier a donné la même formule en se basant sur l'hypothèse du parallé- 
lisme des tranches. 
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98. La question*qu on se propose ordinairement relatiyement à l'emploi des 
moteurs pour faire marcher les machines soufflantes dans les hauts-fourneaux 
et les forgesy c'est de connaître le travail qui est nécessaire pour chasser par un 
orifice déterminé , dans l'unité de temps , un volume donné qu'on suppose à lu 
pression atmosphérique. 

Cette question se résout très-facilement , sans supposer même d'autre per- 
manence que celle de la vitesse d'écoulement , laquelle a lieu assez sensiblement, 
surtout quand il 7 a un réservoir; on n'a pas besoin de considérer les soufflets 
comme produisant une pression constante. En se reportant à ce que nous avons 
dit à l'article 96 , on voit que le travail produit par le piston ou le soufflet s'em- 
ploie, en partie , à comprimer de l'air pris à la pression atmosphérique , et en par- 
tie à lui donner de la vitesse. Or, ce qui est employé à la compression , en ayant 
égard à la pression atmosphérique, se trouvant restitué quand l'air est revenu 
à sa première densité en sortant de l'orifice ^ on peut en faire abstraction; en 
sorte que l'on est dans le même cas que si le travail moteur du soufflet était 
immédiatement employé à produire la vitesse de l'air k la sortie de l'orifice. Si 

l'on désigne par Y le volume qu'on veut faire sortir par seconde de temps , et 

Y 
par a l'orifice , la vitesse à la sortie devra être égale à -. Le gaz qui sort dans 

l'unité de temps aura donc une force vive égale au produit du carré de la vitesse 

V* 'Z&'V 

-T, multiplié par le quotient du poids 'wV de ce gaz, divisé par 2g ^ ou l\- — -. 

Ainsi le travail pour chasser le volume Y par l'orifice doit être par unité de 
temps 

Ce résultat subsiste, quelle que soit la forme du soufflet, et sans qu'on doive 
y considérer un mode d'action permanent; il suffit que la vitesse reste sensi- 
blement constante à l'orifice. 

Ce travail devrait d'abord être augmenté de celui qui est perdu par les frot- 
tements dus au mouvement de l'air, et de l'erreui' qu'on peut commettre en 

y 
calculant la force vive à lorifice par la vitesse moyenne -.Or, ces deux causes 

d'augmentation sont renfermées dans ce que l'observation a appris sur l'inexac- 
titude delà formule de l'article 97. L'expérience ayant démontré qu'avec des 
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ajutages cvlindriques il faudrait, pour que la force vive, calculée sur la vitesse - 

déduite de Tobservation fût égale au travail dépend, que cette vitesse fût aug- 
mentée dans le rapport de l'unité à 1,07; la force vive, qui est le produit du 

y» 

poids d'air écoulé ^z^Y par la hauteur due à celte vitesse, c'est-à-dire par ^— ;, 

doit être augmentée dans le rapport de l'unité à (r,07)^ ou à iyi4« Ainsi, le 
travail mote'ir devra être 

Si le piston a du jeu et que l'air se perde , il faudra considérer ce jeu comme 
un orifice supplémentaire où la vitesse sera au plus la même que dans l'orifice 
principal. La surface de cet orifice étant désignée par a\ le travail dépensé pour 
Técouleraent qui s'y fait, sera à celui qui s'emploie pour l'écoulement par 
l'orifice principal , dans le rapport de a' à a , en sorte qu'il aura pour valeur 

1,1 4 - 'î^T — . Ainsi, le travail total sera 
' ^ a 2ga* 



'•"('+1)"^ 



Cette expression suppose que le tuyau de conduite n'est pas assez long pour 
que le frottement y augmente encore le travail. Elle ne comprend pas non plus 
ce qui est nécessaire pour vaincre les frottements des pistons et tous ceux qui 
peuvent exister depuis la roue motrice jusqu'à ces mêmes pistons; mais elle 
fournit toujours un minimum de travail en dessous duquel il est certain qu'on 
ne chasserait pas le volume Y dans une seconde. 

Si l'on veut appliquer la formule ci-dessus à la recherche de ce qu'il faut de 
travail au minimum pour faire marcher les soufflets d'un haut-fourneau qui , 
comme cela a lieu dans un grand nomhre, doit recevoir par minute 36 mètre% 
cubes d'air mesurés à la pression atmosphérique, on trouve, en supposant deux 
orifices de o,o4 de diamètre, et point de jeu dans les soufflets, qu'il faut par 
seconde au minimum un travail d'environ 2,44 dynamodes. Cette consomma- 
tion de travail sur les soufflets exigerait , comme nous l'expliquerons plus loin , 
que la chute d'eau fournit environ une moitié en sus, en sorte que si sa hau- 
teur est de C9P0, le cours d'eau devra amener au moins 3"',66 cubes d'eau par 
seconde. 
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99- Comme une autre application des considérations précédentes sur le 
mouvement des gaz, nous allons chercher le travail que reçoit un plan mobile 
par Faction du vent. 

Cette question , qui revient à trouver la force que le vent produit sur le 
plan, peut se diviser en deux autres : la recherche de l'accroissement de pression 
sur le côté du plan contre lequel le vent agit, et celle de la diminution de 
pression sur le côté opposé. Occupons-nous d'abord de la première. Nous re- 
marquerons qu'on peut la ramener au cas où le plan est immobile et où il 
reçoit l'action du vent dans une direction quelconque ; car, sans changer aucune 
des forces qui agissent sur ce plan, on peut lui communiquer , ainsi qu à toute 
l'atmosphère en mouvement, une vitesse opposée à celle qu'il a ; celui-ci devien- 
dra alors immobile , et seulement le vent aura changé de direction et de vitesse. 
Nous n'avons donc qu'à chercher la pression qu'un vent de direction quelconque 
produit sur un plan en repos. 

Si l'air était un fluide incompressible, nous pourrions exprimer cette pression 
au moyen de la formule, approximative que nouB avons donnée à l'article 84 
pour la force produite par un courant indéfini contre un plan. Si l'on désigne 
par u la vitesse du vent , par a l'angle qu'elle fait avec le plan , par B la super- 
ficie de ce dernier , et par ^ le poids de l'unité de volume de l'air à la densité où 
il se trouve dans la colonne qui forme, le vent; cette formule est 

Bu' . . 

S 

Elle suppose 1* que les vitesses des particules fluides restent sensiblement con- 
stantes dans l'étendue des courbes de déviation des filets; a** que la quantité de 
ces filets qui se dévient par la p'résence du plan est limitée à ce qui était compris 
avant la déviation dans une surface cylindrique circonscrite au plan; 3"" .enfin, 
que les déviations se font de manière que tous ces filets deviennent parallèles 
au plan. 

On peut voir d'abord que Ja compressibilité de l'air n'influe pas ici sensible- 
ment sur sa densité, et que pour les vents les plus forts, avec lesquels on fait 
marcher les moulins k vent , on peut regarder ce fluide comme incompressible ; 
car si l'on calculé la plus grande pression qu'un vent très-fort puisse produire 

en supposant en effet l'air incompressible , on trouve qu'elle ne s'élève pas à — 

30 
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de la pression atmosphérique. Ainsi , en rendant à cet air, supposé d'abord 
inoompressiblep toute sa conipressibilité , il n*y aurait pas un changement sen^ 
sible dans sa densité. On pourra donc se servir de la formule précédmite en y 
prenant toujours pour m le poids de l'unité de volume de Ym k la pression 
qui a lieu dans Tatmosphèfe environnante. 

Quant à Thypothèse sur les vUesses , ce n est que par Texpérienoe qu'on peut 
savoir jusqu'à quel point elle est approchée. 0>mme nous Tavoni déjà dit, le« 
accroissements de pression^ qui se produisent dans le fluide auprès du plan 
influent sur les vitesses dans les Blets, si ceux-ci ne restent pas dans des couches 
d'égales pressions, condition qm ne peut être exactement remplie, aurMut au 
centre de la veine k Toriginede la déviation. Enfin , l'autre supposition aur les 
déviations ne peut ^être non plus très-exacte. Nous n'emploierons donc la 
formule que ces hypothèses fouraisvsent queparoe qw, çomnae on le verra plus 
loin , ses conséquences s'accordent assez bien avec l'expérience. 

OocupoBS-noos maintcoant de la dtmîllution de pressîmi sur le revers du 
plan. Pour y ariiver, traîtoiis en premier lieu le cas où, l'atmosphère étant 
immohile , le plan , d'abord en repos y vient tout & coup à quitter sa position 
avec une vitesse u perpendici^îre li sa surfiice. 

Dans ce cas Tespacc que le plan abandonne par derrière, et où le vide se 
ferait si l'air ne se mettait en mouvement , sera rempli par la tranche de fluide 
qui touchait le plan. A cause de la grandeur de la pression atmosphérique et 
du peu de temps qu'il lui faut pour donner à l'air dans le vide une vitesse égale 
à celle du plan , cette tranche prendra immédiatement cette même vitesse per- 
pendiculairement à la sariaee du plan. Les autres particules d'air environnant 
le contour de œ plan n'auront pas le temps de venir immédiatement dans cette 
tranche vide très-mince; oeile^i oe sera remplie que parles particules qui tou- 
cliaîent le plan l'instant d'auparavant. Ces particules afaaodcmiient à leur tour 
un espace qui sera remplacé aussi presque en totalité par l'air qui était derrière, 
et ainsi de suite, en sorte qu'il commencera à s'établir un courant continu. 
Cependant odui-d s'éteindra assez près du plan , comme nous l'expliquerons 
tout à l'heure. 

Si l'on conçoit numitenaat une très^ande masse d!air limitée à une enve- 
loppe fictive dont le fJanfiis^e partie à l'instant où il commenoe ti se mouvoir, 
celui-ci,. en prenant sa vitesse, déterminera l'écoulement de l'air contenu dans 
ce réservoir, comme il se ferait par un orifice que ce plan aurait tenu fermé; 
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la vitesse de cet écoulemeut devra nécessairement être égale à celle de ce plan. 
L enveloppe fictive du réservoir étant assez étendue pour que les vitesses absolues 
des particules d'air qu'elle touche soient presque nuUea, la pression contre cette 
envek^pe sera sensiblement égale à la pression atmosphérique ^ à l'exception 
d'une petite portion qui environne de très-près l'orifice. La vitesse de l'écoule- 
ment atteignant instantanément celle du plan qu'elle ne peut plus dépasser , 
les vitesses dam te réservoir , déjà très-faibles , ne changeront pas sensiblement , 
puisque cet écoulement ne s'accélère pas. Le mouvement pourra donc être 
considéré comme permanent. En désignant toujours par p la hauteur de la 
colonne d'eau qui produit la pression contre le plan , c'esl4Hdire dans la veine 
d'écoulement y par P la hauteur analogue pour la preaaien atmosphérique qui 
agit sur l'enveloppe du réservoir pendant qu'elle se contracte insensiblement, 
par u la vitesse du plan , et par ic et « les poida d'unité de volume de l'eau et 
de l'air; on aura la relation établie à l'article 97 , en y remplaçant la pression />» 
dans le réservoir par la pression atmosphérique P , et en n^rdant /) comme la 
pression dans la veine d'écoulement ou contre le plan. Ainsi on peut poser 

(p\ P— 1> p n 

- j est très-petit , on peut le remplacer par — i^, ou par J^^ 

qui en .diffère peu, puisque P et /> diffèrent peu entre eux; on a donc 

Si l'on appelle B la superficie du plan , ttB (P — p) sera la diminution de 
pression totale due à son mouvement ; on a donc 

irB(P — /i)=r'»*B|.i 

c'esl-ii-dire que y dans nos hypothèses , la diminution totale de pression contre 
le revers du plan est égale au poids d'une colonne d'air, qui aurait pour base la 
superficie du plan, pour hauteur celle qui est due à la vitesse de ce plan, et 
dont la dennté est celle de l'atmosphère. 
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Voyons maintenant comment cette pression se continue pendant le mouve- 
ment, et comment le phénomène présente toujours les circonstances nécessaires 
à l'application de la formule ci-dessus. S*il s'établissait un courant derrière le 
plan , comme cek arriverait dans un tuyau de conduite oii ce plan formerait la 
base d'un piston mobile qui reculerait pendant que le réservoir qui fournit le 
courant resterait à la même place, il n'y aurait aucune difficulté; la pression 
resterait sur le plan ce qu'elle reste dans le tuyau où la vitesse est constante, 
et la formule ci-dessus serait très-ezactement applicable è tous les instants. 
Mais le courant d'air ne pouvant exister derrière le plan qu'en vertu d'une 
diminution de pression , l'air extérieur qui l'enveloppe ne laissera pas subsister 
longtemps , ni cette diminution de pression , ni ce courant qu'elle détermine ; 
il rétablira la pression de l'atmosphère et anéantira à mesure les vitesses. En 
même tempç cet air se réunira à celui qui entretient l'écoulement contre le 
plan , de manière qu'il viendra à son tour passer dans la veine d'écoulement. Il 
s'établira ainsi une permanence de vitesses et de densité , par rapport au plan , 
de munière qu'à chaque instant ces deux éléments reprendront lés mêmes va- 
leurs, aux mêmes distances du plan. Alors l'espèce de réservoir que nous avons 
considéré devra s'appliquer, à chaque instant, à des particules qui ne seront pas 
les mêmes; il faudra concevoir qu'il se déplace dans l'espace, toutefoissans qu'il 
en résulte, pour les particules d'air qui le composent, d'autres vitesses que celles 
que comporte à chaque instant l'écoulement stable, dans un réservoir immobile. 
Il se présentera ici , comme dans les ondes, un déplacement du lieu géomé- 
trique où se produisent certaines vitesses , sans qu'il y ait , pour cela ^ un trans- 
port des particules matérielles autre que le petit déplacement qui résulte des 
vitesses qui ont lieu dans la petite étendue où elles sont sensibles. On peut encore 
comparer ce qui aura lieu ici, par l'effet du mouvement du plan, k.ce qui se 
produirait si l'orifice d'un réservoir était pratiqué dans une plaque glissant dans 
des coulisses, pratiquée contre une paroi , et que l'orifice fût continuellement 
déplacé. Alors , si le temps nécessaire pour que l'écoulement arrive à la per- 
manence est si petit que l'orifice ne se soit pas 'sensiblement déraqgé pendant 
ce temps, l'écoulement se fera comme si celui-H^i ne se déplaçait pas. Cest ce 
qui aura lieu aussi dans le cas qui nous occupe, la vitesse permanente de l'é- 
coulement se produisant instantanément , le déplacement de l'orifice n'empê- 
chera pas l'application de la formule de l'écoulement permanent, s 

Maintenant , si nous voulons en venir à considérer le plan mc4i>ile comme ne 
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se mouvant pas seulement perpendiculairement à sa direction , mais comme se 
déplaçant encore dans le sens de sa surface., de manière que la vitesse fasse un 
angle a avec cette surface; ce second déplacement du réservoir et de l'orifice 
'n'empêchera pas davantage l'application de la formule sur la pression derrière 
le plan. Seulement, il faut faire attention que Fair qui se précipite dans la 
tranche que le plan abandonne à chaque instant prendra toujours une vitesse 
perpendiculaire à sa surface , puisque, si l'on néglige les frottements devant les 
pressions considérables que reçoivent toutes les particules d'air qui le touchent, 
ces pressions sont dirigées normalement à ce plan. Ainsi l'écoulement, que 
nous assimilons à celui qui se fait par un orifice , se produira avec la vitesse 
qu'a le plan, perpendiculairement à sa surface, c'est-à-dire avec la vitesse u sin â. 
La diminution totale de pressiop contre le plan sera donc 

Si, maintenant, on revient au cas où ce nest plus le plan qui est mobile, 
mais l'air seul , qui vient le rencontrer avec une vitesse u faisant un angle a 
avec sa surface, on remarquera, comme nous l'avons dit, que la pression ne 
peut être changée en communiquant & l'air et au plan une vitesse égale et op- 
posée à celle du plan; alors ce dernier sera immobile, et l'air viendra le ren- 
contrer avec une vitesse u faisant un angle a avec sa surface. La dépression, dans 
ce dernier cas, sera donc toujours 

_ uSin' a 

*Z^D — - — 

Si l'on ajoute è cette eïpression celle que nous avons donnée, comme assez 

approximative, pour la pression slir Tautre côté du plan, où il reçoit Taction 

1 ^ • i> tt'sin'a , , 

du vent, savoir, mji , on aura pour la pression totale 

o 

3»trBii'sin'A 

En comparant cette eïpression aux résultais des expériences de Borda , pour 
de petites surfaces de quelques pouces carrés, cette valeur serait trop forle de 
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moitié eavîron. Cela doit t«nir surtout à Texpression de la pression du côté du 
vent, qui suppose que les filets quittent le plan dans la direction de sa surface : 
cette hypothèse , qui devient inexacte au contour , doit s'appliquer beaucoup 
moins aux petites surfaces. Mais nous verrons que , pour les ailes d*un moulin * 
à vent y cette formule nous fournira , pour le travail , des valeurs assez appro- 
chées de ce que donne Texprériencc. 

loo. Pour déduire de Texpressiçn précédente le travail reçu par le plan, 
quand il est mobile en même temps que l'air, et qu'il possède une vitesse v 
dans une direction quelconque | faisant un angle |3 avec celle du vent, on cher- 
chera d'abord la pression normale au plan, en ramenant celui-ci au repos. Pour 
cela , on concevra qu'on lui communique, ainsi qu'à l'atmosphère, une vitesse 
égale et Opposée à celle qu'il a , afin de le rendre ainsi immobile. Alors la vitesse 

de l'air deviendra la résultante des deux vjitesses u et (/, sa valeur sera yju^+v^^ 
et le sinus de l'angle qu'elle fait avec le plan sera ^ On rempla- 

cera donc, dans la formule précédente , u^ par w'+t'', et sin* a par v"»°^""^*|^°P^ . 
on aura ainsi , pour la pression , 

Pour avoir le travail transmis au plan dans l'unité de temps, il suflira de 
prendre la composante de cette force dans le sens de la vitesse (; , et de multi- 
plier cette composante par l'espace parcouru dans cette unité de temps, c'est- 
à-dire par cette vitesse ; on aura ainsi 

-r— («sm a — »* sio Ji)' i^sîn p. 

Telle est l'expression approximative du travail que reçoit un plan mobile par 
l'efiet du vent : u désignant ici la vitesse de ce vent , v celle du plan, a et ^ les 
angles que font ces vitesses avec ce plan, B sa superficie, et m le poids de l'unité 
de volume de l'air. 

Si le plan se meut dans la direction du veut^ on a ^c^ a, et k travail 
devient 
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-- — v« — - ^'J SI a a. 

Si le plan se meut perpendiculairement à lu vitesse du vent , on a sinp=:co<ra, 
et le travail qu'il reçoit dans Tunité de temps devient 

3«B 

- _ (i/sina — J'COSajVCOSa. 

C'est cette dernière expression que nous emploierons pour les éléments d\inr 
aile de moulin à vent. 
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CHAPITRE Ilf, 



DislinclioD entre les parties qui composent les machines destinées à opérer an effet continu. 
— Théorie des volants.— Des moyens de recueillir des moteurs le travail qu'ils mettent à 
notre disposition : r pour les chutes d'eau ; 2* pour les hommes et les animaux; 3* pour 
la chaleur employée à former de la vapeur ; k^ pour TactioD du vent. Des conditions à 
remplir pour retirer la plus grande quantité de travail possIUe de chacun de ces moteurs. 
Valeurs numériques connues jusqu'à présent pour ces quantités au mairifiitim.— Gom- 
ment il faut établir les bases des marchés sur les moteurs. — Des nsojens mécaniques de 
mesurer le travail. — Des expériences sur les pertes de travaO dans las renvois de mou- 
vement. — Dos différents effets utiles ; comment on peut les opérer avec plus ou moins 
de dépense de travail. Distinction entre les pertes qui tiennent à ces effets et celles qui 
n'y tiennent pas. — Des moyens d'évaluer par expérience les quantités de travail qu'exi- 
gent les différents effets utiles. — Nombres approximatifs pour quelques-unes de ces 
quantités. 



ICI. Les machines dans lesquelles on doit considérer réconomie du travail 
sont celles qui ont pour but d'opérer un effet ou une fabrication qui se répète 
indéfiniment; telles sont celles dont le mouvement est entretenu par les courants 
d'eau , par la vapeur , par le vent, ou par les animaux travaillant d'une manière 
continue. II est clair que, dans ces machines, la moindre perte de travail se 
reproduisant sans cesse , et venant en déduction des quantités d'ouvrage exécu- 
tées, on a beaucoup d'intérêt à éviter ces pertes. Il n'en serait pas ainsi d'une 
machine destinée à se mouvoir rarement, ou à ne jamais employer qu'une très- 
faible quantité de travail. 

La plupart des machines destinées à une fabrication continue peuvent se 
diviser en trois parties qu'on étudie presque séparément : i* la partie destinée 
à recueillir le plus de travail possible de la source qui le fournit, et à rendre 
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ce travail facilement transmissible; a* }sl partie destiaée è le transmettre sur 

des outils destinés à exécuter l'effet utile qu'on veu^ obtenir; S"" enfin, ces o^tils 

• . - 

éux-m^mes. 

L'étude.de la partie de la machine destinée à recueillir le travail de sa pre- 
mière source est principalement du domaine de la Dynamique. L'étude de la 
partie destinée à transmettre le mouvement est principalemen't du ressort de la 
Géométrie; néanmoins, sous le rapport des moyens de diminuer les frotte- 
ments et les ébranlements qui absorbent ou détournent le travail » elle est aussi 
du domaine de la Mécanique. Enfin , Fétude des outils tient à celle de Fart de 
la fabrication; elle n'est pas ordinairement du ressort de la Mécanique. 

Ces trois parties n'ont pas de points de démarcation bien déterminés; elles 
n'existent pas dans toutes les machines; elles se confondent quelquefois pour 
ne. présenter que deux où même qu'une de ces parties; mais U est bon en 
théorie de les considérer chacune isolément. Ce sera surtout à la première 
partie que nous appliquerons des considérations théoriques pour en déduire les 
principes qui doivent guider dans sa construction. 

103. Avant de nous en occuper, nous parlerons d'un accessoire qu'on ajoute, 
tantdt à l'une, tantôt à l'autre de ces parties d'une machine/et qui a pour but 
d'empèchër que certaines vitesses de rotation autour. d'axea fixes ne varient trop 
lorsque le travail moteur on le travidl résistant ne croissent pas également. Nous 
verrons tout à l'heure , quand nous parlerons des moyens de recdeillir le travail 
de différents moteurs, quel avantage on trouve à empêcher les variations trop 
sensibles dans les vitesses de rotation de certains axes. Sans entiw pour le mo- 
ment dans aucun développement k ce sujet, nous ne nous occuperons d'abord 
que des moyens d'atteindre ce but. 

Supposons d'abord -, pour le eas le plus siinple , que les vitesses des différentes 
parties de la machine conservent entre dles les mêmes rapports pendant le 
mouvement, en sorte que la vitesse d*un ee^rtain point étant î^, celles des autres 
pointa soient représentées parafa, aétlint un coefficient qui ne varie pas avec 
le temps , mais qui dépendra du point de la machine dont ai^ exprime la vitesse. 

La somme des forc^ vives 2 ^ deviendra 

--xC— . 
2 g 
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La quantité 2 — dépend , et des rapports établis entre les vitesses par b con- 
struction de la machine, et du choix du point dont la vitesse i' a été prise pour 
terme de comparaison» Dans le cas^ par exemple , où Ton a trois systèmes de 
rotation se communiquant leur mouvement par des roues dentées, de manière 
que les vitesses angulaires soient proportionnelles aux nombres m,n^p,siU 
vitesse y se rapporte i un point situé à une distance R de Taxe du premier 
système , on aura , en appelant k ^ k\ V\ les moments d'inertie autour des trois 
axes de rotation , 






Posons Téquation des forces vives , en prenant les int^rales depuis l'instant 
où la vitesse a une valeur s^. qu'on vent conserverie plus possible. Nous aufons, 
en désignant toujours par fVds le travail moteur, par /P^ le travail résisUnt, 
et par v la vitesse k la fin du temps que Ton considère, 

Si lei deux quotités if?ds , ifPW croissaient également k partir d'un 
certain instant, la vitesse v, seule quaqtilé variaUe avec le tempe dans le second 
membre, ne varierait plus k partir de cet instant. Mais dans beaucoup de 
machines les quantité de travail moteur et résistant, ifPdsy ifP^d^ ne 
croissait pas paiement : l'une des deux , par exemple, peut varier d'une ma« 
nière discontinue, tandis que l'autre peut croître avec uniformité, en sorte que 
leur différence varierait comme les différences des ordonnées de deux courbes, 
dopt l'une marche par ressauts, et dont Tautre est sensiMement une ligne 
droite» Toutee les deux peuvent aussi croître d*upe maniera discootiniie, poais 
sans se suivre, en sorte que leur diffiirence change continuellemant de valeur. 
Cette variation dans le premier membre de l'équation ci-dessus en apporte une 
dans la valeur de la vitesse i^rmai^ il est important de remarquer que ce chan- 
gement sera d'autant plus petit par rapport k (^o que le coefficient ^a' sera plus 
grand. On pourra toujours, en augmentant les masses en mouvement, et surtout 
celles qui ont le plus de vitesse i rendre ce coefficient assez grand pour qu'une 
variation donnée dans le premier membre ne fasse chaiiger i^ que d'une fraction 
donnée. U en est ici du changement de la vitesse à peu près comme du chan- 
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gement du oiveau dans m hêaàn où de Teau entre par une ouverture supé- 
rieure et sort par une o u f ertu t e infémare. Le liquide entrant ou sortant iné- 
gaiement^ le réservoir ne restera pas ^lemei^t plein ; mais si sa capacité est 
considérable par rapport aux inégalités entre les quantités d*eau qu'il reçoit et 
qu*il laisse sortir > la hauteur de l'eau variera d*une manière peu sensible. On 
peut comparer Teao qui entre dans le réservoir au travail moteur; l'eau qui 
scH'ti au travail résistant; Teau contenue , à la sommé des forces vives, c'est-à- 
dire au tratail disponible; et enfin la hauteur du liquide dans le réservoir, à la 
vitesse i^ d'un des points de la machine. Cette analogie est propre à rendre 
sensible eette proportion » que plus la somme des Jorces çipes est grande , 
moins sont sensibles les changements de vitesses dus aux inégalités entre 
les accroissements du tratmil moteur et du tras^ail résistant. 

Voyons coioiment cûi peut calculer les écarts de la vitesse c^, et cotnment on 
peut &ire en sorte qu'ils Soient renfermés dans des limites données. Désignons 
par Dla plus grande in^lité qui puisse avoir lieu entre le travail moteur et 
le travail résistant k partir d'un instant où la vitesse c^ a une valeur i^o qn'on 

veut tâcher de conserver, et représentons par -^ la fraction de la vitesse i^« qui 

n * 

forme le plus grand accroissement qu'on veuille laisser prendre à cette vitesse. 

L'équation des forces vives donnera 

ou bien 

On voit donc que si l'on se donne, d'une part , la vitesse i^« et la fraction - qui 

doit fimiter ses toirts » et de Tautre , fa plus grande variation D entre les accrois- 
sements des quantités de travail moteur et de travail résistant , on en conclura 

le coefficient 2fa\ Plus la fimition *- ^vra 4|re petite, et phis ce eoeffidenc 
devra être grand. 

Comme on peut négliger ordinairement la fraction -7, il suffira dans la pra- 
tique, de poser Féquation 

n g 
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tour satisfaire à cette condition , on ajoute à la lïiachine ce qu'on appelle un 
i/oiani ou régulateur^ c'est-à-dire un corps tournant autour d*un axe , et donnant 

une grande valeur à 2 — • Pour que cette quantité soit la plus grande possible 

il faudra mettre ce volant autour de Taxe qui tourne le plus vite, et disposer 
la masse qui le forme de manière qu'elle ait un gratid moment d'inertie 
par rapport k l'axe de rotation. 

Supposons maintenant que la construction de la machine soit telle, que les 
vitesses de quelques-uns des corps qui la composent ne puissent conserver des 
rapports constants avec les autres vitesses, comme <;ela arrive lorsqu'il y a des 
mouvraients de va-et-vient; alors il est clair que ce n'est que pour l'ensemble 
des corps susceptibles de conserver des vitesses uniformes que Ton peut r^ula- 
riser le mouvement et rendre les vitessâ sensiblement constantes en ajoutant 
un volant. Dans ce cas, lors même que le travail moteur et le travail résistant 
croitraient toujours égalenient, et que par suite la somme totale des forces vives 
ne changerait pas , comme une partie des vitesses ne peuvent rester uniformes , 
et que la portion de la somme des forces vives qui correspond à ces vitesses 
croîtra et dinodnuera alternativement, il faudra bien que l^autre portion de la 
somme des forces vives, pour le reste de la madiine, diminue ou croisse en 

sens contraire. Cette demiàre étant exprimée par -^2^, la vitesse v d'un 

certain point de cette partie de la machine devra varier. On rendra toujours, 
dans ce cas, les variations d'autant plus petites qu'on augmentera davantage le 

coeflbnent 2^; ce qu'on fera de même en ajoutant un volant dont La vitesse 

croisse et décroisse avec i^. 

Si l'on compare toujours le travail moteur à l'eau qui entre dans un bassin , 
le travail résistant à celle qui en sort, et la force vive de toute la portion de la 
machine susceptible de prendre des vitesses constantes k l'eau qui est contenue 
dans ce réservoir; il faudra supposer, dans le cas dont nous nous occupons, que 
le réservoir communique avec un. cylindre rempli d'eau dont le «veau est forcé 
de varier par le mouvement de va-et-vient d'un piston ; le volume variable de 
l'eau contenue dans le cylindre représentera la force vive de la partie de la 
machine dont Igs vitesses ne peuvent rester constantes quand bien même la 
somme des forces vives le serait. Ici, lors même que l'eau qui entre dans 
le réservoir serait à chaque instant égale à celle qui en sort, le changement de 
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niveaa qui doit arriver forcément dans le cylindre en amènerait un plus ou 
moins sensible dans ce réservoir. Mais plus sera grande la capacité de ce der- 
nier, qu'on peut comparer au coefficient 2 —pour la partie de la machine qu'on 

veut régler, moins le niveau de Feau, qu'on peut comparer à la vitesse ^, 
changera sensiblement par le jeu alternatif du piston. 

En ajoutant un volant à la machine » on peut, dans ce cas comme dans le 

précédent, resserrer lesécarts de la vitesse v à moins delà fraction - de l'une de 

ses valeurs. Pour s'assurer que l'on a satisfait à cette condition par de certaines 
dimensions données à ce volant, on prendra d'abord pour cette vitesse une li- 
mite qu'on saura être supérieure aux valeurs qu'elle peut prendre ; ce qui sera 
toujours (âcile, comme on le concevra mieux quand nous aurons parlé de l'em- 
ploi des moteurs. En partant de cette limite, on trouvera facilement la force 
vive qu'elle entraîne pour le système de va-et-vient, dans la position où celui-ci 
en aie plus. G>mme on suppose que, dans ce cas, la sonmie totale des forces 
vives de toutes les parties de la machine ne varie pas, on aura ainsi une limite 
supérieure pour la variation relative àla partie qu'on veut régler. En appelant D 
cette limite, on aura approxiniativement, pour une vitesse quelconque (^o> 

»>j[(-+s)"--]^f- 

ou bien approximativement 

n g 

En sorte que si cette inégalité laisse la fraction - trop grande pour les plus pe- 
tites valeurs de v. qu'on peut prévoir, on disposera le volant de manière qu'il 
augmente le coefficient 2^. 

Supposons enfin que Ton ait à considérer à la fois dans une même machine 
les deux circonstances qui influent sur la Variation de la vitesse qu'on veut ré- 
gler, savoir, l'inégalité dans les accroissements des quantités de travail , et les 
alternatives obligées dans les forces vives du système de va-et-vient. Pour suivre 
la comparaison avec le réservoir d'eau , il faudra supposer des inégalités entre 
les quantités de liquide qui y entrent et celles qui en sortent, pendant que^ 
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d'une autre part , le jeu d'un piston , dana un cylindre qui eat en communication 
avec le bassin, ajoute et retire périodiquemMt de Teau et contribue à changer 
le niveau qu on voudrait rendre sensiblement constant. 

Pour trouver approximativement dans bi pratique une liaiite k la variation 
de la vitesse qu'on veut rendre constante, et pour s'assurer ainsi qn^dle ne cban* 
géra pas trop, on pourra supposer le cas le plos défiivonMe, c*eBl4i-dire celai 
où les deux causes de variation influent dans le même sens sur la. force vive de 
la partie de la machine qu'on veut rdgler« On cherchera d'abord le plus grand 
changement que peut produire la variation de force vive^ on y ajoutera celle 
qui provient des plus grandes inégalités d'accroissement entre le travail moteur 
et le travail résistant, et en se servant de cette somme cooune nons avons fait 
précédemment de la quantité D, on aura toujours moyen de disposer le vo- 
lant pour que la vitesse à régler ne varie pas d'une fraction donnée. Ces calculs 
approximatif suffiront dans la pratique» et n'offinront pas de difficultés dans 
leurs applications. 

io3. Nous allons examiner maintenant dans les machines la partie qui est 
destinée à recueillir le plus de travail possible du moteur. Elle exige pour 
chaque espèce de moteur une étude particulière t qui deviendrait fort longne si 
Ton voulait entrer dans tous les détails de construction. Nous ne nous en occu- 
perons ici que pour donner des principes généraux sur l'économie du travail , et 
pour établir quelques r^les qui résultent de ces principes. 

Nous allons examiner successivement les appareils destinés à recueillir le tra-* 
vail et à le transmettre à une roue d'engrenage quelconque , lorsqu'on le tire: 
r des courants d'eau ; 2"" des hommes et des animanx; 3"* de la vapeur; i^ des 
courants d'air. 

io4« Occupons-nous d'abord de Femploi du travail que fournissent les cou- 
rants d'eau. Nous donnerons un peu plus de détails sur ce moteur que sur les 
autres, d'abord , parce qu'il est le plus commun , et en outre» parte que plu- 
sieurs des considérations dans lesquelles nous entrerons s'appliqueront ensuite 
aux autres moteurs. 

L'eau qui coule dans une rivière ou dans un canal reçoit de la grarité un 
travail dont la mesure est le poids de cette eau multiplié par la hauteur verti- 
cale dont est descendu son centre de gravité. «Ce travail serait tout employé à 
accroître continuellement la vitesse du fluide sans les forces résistantes pro- 
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duitespar les firoitementi qui TalMorbent en entier. Une fois qu'il ny a plus 
(Taocroissement de vitesses dtns le courant, et que la rivière ou le canal a pris 
ce qu'on appelle un régime, c'est-k-dire une vitesse constante, on peut dire 
que le travail dû au poids de Teau qui se rend des terres à la mer est employé 
k opérer ce transport en surmontant les fiottements qui en résultent , de même 
que le tirage des chevaux opère celui des marchandises sur les routes. Ce travail 
qu'exige le transport de l'eau est d'autant plus considérable que la vitesse est 
plus grande, puisque les frottements augmentent avec la rapidité du courant, 
n en résulte que, pour obtenir une certaine vitesse, il faut une pente qui pro- 
duise un travail suflbant. Le courant fournissant une quantité d'eau déter- 
minée, la section de la rivière dépend de la vitesse; lors donc qu'on a la fa- 
culté d'augmenter cette section , soit en tenant les eaux plus hautes dans leur lit , 
soit en les laissant s'étendre en largeur, on peut diminuer la vitesse, et dès lors 
diminuer aussi la pente nécessaire pour fournir le travail que doivent absorber 
les frottemmits. Cest ce qu'on fait à l'aide des retenues ou barrages : ils écono^ 
misent une portion du travail qpi serait perdu par l'accroissement de frottements 
que produirait une vitesse plus grande qu'il n*ést nécessaire , et cette portion 
éconcmisée se transmet à des usines où die est employée k diverses fabrications. 
Mais une fois que la pente est devenue très-faible, on accroîtrait dans une pro* 
portion énorme les inondations « si Ton voulait la diminuer encore pour écono- 
miser iine très^petite quantité de travail ; on ne peut donc jamais disposer au 
plus, dans un jour, que d'un travail ^al au produit du poids de l'eau que 
fournit la rivière dans ce temps, multiplié par la hauteur verticale dont on peut 
diminuer la pente totale sans rendre la section par trop grande et sans produire 
des inondations. Ainsi , chaque localité fixe une limite pour le travail qu'on 
peut rendre disponible dans une rivière. 

n&Ot remarquer qu'un courant d'eau ne peut pas fournir, même en théorie t 
tout le travail qui est dû k la hauteur dont on peut diminuer la pente; car à 
chaque barrage où Ton établira une machine destinée à recueillir le travail dû 
k la chute qu'il forme, il faudra que toute l'eau de la rivière entre dans la ma- 
chine et en sorte ensuite sans occuper immédiatement un espace aussi grand que 
celui de laxivière; conséquemment il faudra qu^elle prenne pour sortir de cette 
madiine une vitesse plus grande que celle qu'elle avait dans la rivière. Or, ces 
accnnssements de vitesse exigent l'emploi d'une certaine portion de travail , qui 
est eo&uite perdue dans le courant par les frottements. On rend cette portion la 
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plus petite possible, en ne resserrant pas trop Tespace par lequel se fait cette 
sortie; mais on perd toujours ainsi quelques décimètres de chute. Gomme cette 
hauteur perdue peut varier dans les différentes machinea, et que c'est une per- 
fection k atteindre que de la diminuer, il convient, quand on Teut apprécier 
ces machines, de comparer le travail qu'elles recueillent k celui qui est dû à 
la chute totale : celle-ci se mesurera en prenant la distance verticale qui sépare 
les surfaces des deux courants à quelque distance au-dessus et au-dessous du 
barrage , là où la rivière a un cours r^lé. 

io5. Il est bon de remarquer que, lorsqu'on parle du plus ou du moins de 
travail disponible par la chute d'eau que forme un courant, on sous-entend que 
ce travail est calculé pour un temps donné, par exemple, pour une journée. 
Un cours d'eau qui descend, étant une source indéfinie de travail, il faut, 
pour donner une idée de cette source , énoncer ce qu'elle produit dans une cer- 
taine unité de temps, comme dans une seconde ou dans vingt-quatre heures. Il 
y a ici analogie entre l'évaluation d'une source de travail et celle d'une source 
d'eau. Quand on évalue le produit d'une fontaine , on le fait par le moyen de 
l'eau qu'elle peut fournir dans un temps donné. On emploie quelquefois pour 
cela une certaine unité qu'on appelle pouce de fontainier. On pourrait prendre 
une unité analogue pour les sources continues de travail : tel serait un nombre 
exact d'unités de travail fournies dans uncertain temps. Mais au reste il ne parait 
pas très-nécessaire d'introduire encore un nouveau mot , dont on peut toujours 
se passer en énonçant le travail fourni par jour, ou par heure, ou par seconde. 
Ce serait peut-être trop que d'introduire deux dénominations nouvelles, et alors 
la préférence doit être donnée à l'unité absolue plutdt qu'à l'unité de produit 
continu : cette seconde unité peut s'exprimer plus facilement au moyen de la 
première, que celle-ci ne pourrait s'énoncer au moyen de l'autre. Il en est 
des unités de travail comme de celles des capacités des liquides: on se passerait 
plutôt du pouce de fontainier, comme unité de produit continu, que du 
litre, comme unité absolue. Nous ne serions donc pas de l'avis de quel- 
ques géomètres , qui avaient proposé de consacrer le mot dptame à l'unité 
d'une source continue de travai], sans donner de nom à l'autre unité. On peut 
d'ailleurs conserver, pour la première , la dénomination en usage deyôrce dCun 
cheval i nous en expliquerons le sens un peu plus loin , en parlant du travail du 
cheval. 

106. f^s moyens le plus en usage pour recueillir le travail dû au poids de 
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Feau qui descend d'un courant supérieur à un courant inférieur, sont les roues à 
augets et les roues à aubes ou à palettes. Dans les roues à augets , on tire l'eau du 
biefpar sa superficie, et on la fait arriver sur la roue avec peu de vitesse; elle 
entre dans des seaux ou augets qui la descendent lentement, pendant qu'elle 
leur transmet le travail dû à son poids. Dans les roues à aubes ou à palettes , on 
tire Teau de la retenue par un orifice inférieur; ce liquide arrivant sur les aubes 
avec la vitesse due à la chute, produit sur cette roue une partie du travail total 
qu'il peut transmettre , c'est-à-dire de sa force vive. 

Nous ferons remarquer que les termes Hl augets et d'aubes ou palettes n ont 
point de distinction bien prononcée. Pour nous conformer à l'usage, et pour 
éviter tout embarras à ce sujei , nous appellerons augets ce qui est destiné à 
recevoir l'eay dans les roues où elle agit principalement par son poids, et nous 
appellerons a£i6e5 et palettes ce qui est destiné à recevoir l'eau quand elle 
n'agit que par la vitesse acquise : les palettes sont de simples plans; les aubes 
sont plutôt des surfaces recourbées, ou des espèces de va^es ou canaux où le cou- 
rant entre et sort facilement. On emploie quelquefois ces deux dénominations 
l'une pour l'autre. 

Pour transmettre le travail d'une chute d'eau, on a imaginé encore d'autre^ 
systèmes que les roues à augets et que les roues à aubes ou à palettes; mais ils 
rentrent tous^ soit dans le premier mode, où l'on fait agir l'eau par son poids, 
en ne lui laissant acquérir que très-peu de vitesse, soit dans le second, où le 
travail dû à la descente de l'eau commence par s'accumuler sur ce liquide, pour 
lui donner une certaine vitesse, qu'il perd ensuite, en grande partie, en trans- 
mettant à la machine une quantité de travail dont le maximum théorique a 
pour mesure la force vive qu'il possède. On peut combiner aussi des dispositions 
qui participent de ces deux systèmes; maïs l'étude que nous ferons de ceux-ci 
suffira pour mettre en état d'apprécier facilement toutes les autres combi- 
naisons. 

107. Occupons-nous d'abord des roues à augets, c'est-à-dire de celles où 
l'eau est reçue avant d'avoir acquis une grande vitesse , pour agir par son poids 
pendant qu'elle descend; examinons, en premier lieu , ce qu'on peut reconnaître 
sans calculs. 

n est clair que le travail qui est tranismis aux augets sera d'autant plus grand 
qu'ils recevront une plus grande partie de l'eau qui descend , et que celle-ci y 
entrera avec moins de vitesse relative par rapport aux augets, puisque c'est cette 

32 
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vitesse relative qui donne Heu aux pertes de travail dues aux bouillonnements , 
aufx frottements et aux ébranlements que la roue peut prendre et communiquer 
au sol environnant. On voit aussi évidemment que Veau quittant lesaugetsavec 
la vitesse de ceux-ci , possédera encore une certaine force viye , et n'aura pas 
transmis tout le travail dû à la chute. Conséquemment ^ il faudra donnera la 
roue le moins de vitesse possible; il suffit que leau de la rivière puisse s'écouler 
en passant ainsi par les augets. Si donc on a plus d'eau à y faire passer, il vaudra 
mieux donner plus de largeur à ces augets que d'augmenter leur vitesse. Il ne 
faudra pas non plus donner trop d'épaisseur à la lame d'eau qu'ils reçoivent, parce 
qu*il y aurait une difiërence trop sensible entre les vitesses du dessus et du dessous 
de cette lame , et qu'il en résulterait des frottements et des ébranlements plus 
sensibles à son entrée dans ces augets. Gomme l'eau qui arrive sur la roue doit 
passer dans un espace que les localités limitent ordinairement, il faut bien 
qu'elle ait une certaine vitesse. Pour profiter le plus possible de celle-ci , comme 
nous Texpliquerons tout à l'heure , on fait arriver l'eau un peu au-dessous du 
diamètre horizontal de la roue, en un point où la direction de la vitesse des 
augets fait un angle aigu avec celle de la lame qui vient les rencontrer. Il faut 
avoir aussi le soin d'emboiter la roue dans un canal qui empêche qu'une partie 
de l'eau fournie par le bief ne coule dans le coursier sans entrer dans les augets. 
Il est clair, en effet , que ce liquide , qu'ils ne reçoivent pas , ne peut transmettre 
aucun travail à la roue, et que celui qui en sort avant d'être arrivé au bas de la 
chute ne transmet pas tout le travail qu'il reçoit de la gravité, et qu'il ancrait pu 
communiquer. 

Le poids de l'eau que fournit la chute, et qui entre dans les augets, produira 
par sa descente du bief supérieur au bief inférieur, une quantité de travail qui 
se partagera en deux parties : une portion sera employée à donner à feau qui 
arrive sur la roue une certaine force vive; l'autre sera transmise aux. augets, 
pendant qu'ils descendent avec le liquide. La première portion, c'est-à-dire la 
force vive qu'a l'eau à son entrée dans l'auget, se partagera en trois parties: 
une première sera perdue en bouillonnements de l'eau et en ébranlements de 
l'auget et de la roue; une seconde sera transmise à cet auget et produira un 
certain travail moteur , que la roue transmettra en outre de celui qui sera dû 
au poids de cette eau , pendant qu'elle reste dans l'auget; enfin , une troisième 
sera la force vive qui restera à l'eau en quittant l'auget. Il est clair que, de ces 
trois parties, une seule sera employée utilement, les deux autres seront per- 
dues sans profit : il faut donc chercher h rendre la somme de ces deux pertes 
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aussi petite que possible. Or, pour cela , il suffit de faire tourner la roue le plus 
lentement possible , et de faire entrer Teau dans Tauget avec une faible vitesse. 
Mais où ne peut pas diminuer cette dernière vitesse indéfiniment, car il faut 
bien que Teâu fournie par la rivière, ou au moins que celle qu'on veut utiliser 
par minute, par exemple, passe dans une certaine ouverture pour arriver dans les 
augets^tlès lors il y a , suivant les localités , une vitesse qui est un minimum. 
Plus cette ouverture sera grande , c est-à-dire plus la roue à augets sera large, 
moins il y aura de travail perdu ; mais comme les économies de travail ne 
portent plus que sur peu de cbose , une fois qu'on a réduit la vitesse à un certain 
minimum j et qu'il en coûterait plus alors en frais de construction, pour aug- 
menter la largeur de la roue et du coursier , qu'on ne gagnerait à économiser 
une petite fraction de travail , on s'arrête à ce terme. 

On doit donc se proposer cette question : lorsque la vitesse de l'eau qui 
arrive dans les augets est déterminée, quelle vitesse faut-il donner k la roue 
pour qu'elle reçoive le maximum de travail , c'est-à-dire pour que les deux 
pertes dont. nous venons de parler soient un minimum? Après avoir traité 
d'abord cette question pour le travail transmis immédiatement aux augets ou à 
la roue qui les porté , nous reviendrons plus loin au cas où le travail qu'on veut 
rendre un maximum est celui que peut fournir une roue intérieure, ou telle 
antre partie delà machine, recevant son mouvement par des renvois plus ou 
moins compliqués , qui font perdre encore une portion du travail. 

108. Supposons les augets assez peu profonds, et la lame d'eau assez mince 
pour qu'on puisse regarder comme égales toutes les vitesses des diflférents points 
de ces augets, ainsi que celles des différentes particules d'eau qui y entrent. 
Nous admettrons aussi qu'à cause de la grande masse de la roue et des systèmes 
mobiles qu'elle fait marcher^ la vitesse de rotation de cette roue reste très- 
sensiblement constante, de telle sorte qu'on puisse assimiler les augets à des 
vases ayant un mouvement uniforme. Désignons par u les vitesses communes 
à toutes les particules <l'eau , par v la vitesse de l'auget, par a l'angle de ces deux 
vitesses, et par P le poids de l'eau qui s'écoule pendant l'unité de temps. Une 
portion de la force vive que possède , à aon entrée dans l'auget , l'eau écoulée 
pendant l'unité de temps, sera transmise à la roue. Cette portion, en vertu de 
ce que nous avons dit (article 98) , sera 

p l^(tfCOSg — p) 

g 
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Cette exprefision croissant avec cosa, c'est-à-dire à mesure que « diminue , on 
devra chercher it rendre cet angle le plus petit possible. C'est à quoi l'on par- 
vient en faisant arriver la lame d'eau , comme nous l'avons dit , en un point de 
la roue où les augets se meuvent dans une direction qui diffère peu de celle de 
cette lame; mais comme il n'est pas possible de rendre cet angle a tout à fait 
nul y puisqu'il faut que l'eau entre dans les augets par les ouvertures qu'ils pré- 
sentent, on doit laisser cosa dans l'expression du travail transmis. 

La valeur de (^, qui rend ce travail un maximum^ est t'sr — — -. Ainsi, 

pour que l'on perde la plus petite portion possible de la force vive de l'eau, à 
son entrée dans l'auget , il faut que la vitesse de ce dernier soit moitié de celle 
delà lame, cette vitesse étant estimée dans le sensde l'autre. Le travail transmis 

alors, parle seul effet de la vitesse acquise u, est P — , c'est-à-^direun peu 

moins de moitié de la force vive P -- que possède l'eau à son entrée dans ces 
augets. 

Si h désigne la hauteur dont descend le centime de gravité de l'eau , pendant 
qu'elle reste contenue dans l'auget, le travail transmis & la- roue par le poids P 
de fluide qui est reçu dan^ l'unité de temps , sera Vh. En y ajoutant celui qui 
provient de la vitesse acquise quand le liquide arrive sur la roue , on aura pour 
le travail total 

p .(ucos.-.) 

g 

Pour c=3 , ^ , sa valeur , qui est un maximum, devieot 

D'après celte formule , on ne perdrait de tout le travail dû k la chute , qui est 

à très-peu près Fh + V —y que la quantité P âl ( * ô^j * c'est-à-dire un 

peu plus de la moitié de la force vive de l'eau à son arrivée sur la roue* Cepen- 
dant, comme dans la pratique il est difficile que tout le liquide soit reçu dans 
les augets, et qu'il ne les quitte pas avant d'être arrivé au bas de la chute , on 
ne recueille guère au plus que sept à huit dixièmes du travail total, c'est-à-dire 
du poids de l'eau multiplié par la hauteur de la chuté. 
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Si, dans l'expression générale du travail transmis à la roue, savoir, 

PA + P , on fait (^ = ucosa, elle se réduit à PA. Si u était plus 

grand que i^cosa, le terme P ^ — ^ changeant de signe, le travail trans- 

mis deviendrait plus petit que Ph , et il diminuerait indéfiniment , à mesure 
que (^ croîtrait. Ceci résulte évidemment de 'ce que Tauget ayant plus de vitesse 
que Feau qui sort du réservoir supérieur, cette eau serait poussée dans le sens 
de son mouvement , et presserait en sens contraire le dessus de i'auget , pour 
s'opposer au mouvement de la roue. Il se produirait ainsi une force résistante et 
un travail résistant qui se retrancherait du travail moteur Ph , que la gravité 
produit par la descente de l'eau. 

Il seml^lerait d'abord , d'après la formule précédente , que si (^ devenait très- 
petit, et enfin zéro , le travail resterait égal à Vh, Ce résultat, pour être vrai, 
supposerait que le même poids P d'eau passe toujours dans la roue pendant 
l'unité de temps; mais il est clair que lorsque i^ est plus petit que u^ il faut, 
pour que cette condition soit remplie, que la section du courant qui remplit 
les augets, et qui descend avec une vitesse (^, pendant que la roue tourne, soit 
plus grande que celle qu'il avait en entrant dans I'auget avec la vitesse i^ , et cela 
dans le rapport de u ki^.fjst capacité des augets fixe une limite kv, en dessous 
de laquelle toute l'eau fournie par le courant supérieur , dans l'unité de temps, 
ne passerait plus par les augets. Pour des valeurs de (^ plus petites que cette 
limite, la quantité qu'il faudrait mettre dans la formule ci-dessus, à la place 
de P, pour représenter l'eau que reçoit la roue pendant l'unité de temps, irait 
en décroissant proportionnellement à i^. Il s'ensuit, comme on va le voir, que 
si la vitesse des augets, supposée assez petite pour qu'ils commencent à être 
pleins, est encore supérieure à cdle qui eût correspondu au maximum si ces 
augets eussent été plus grands , elle sera celle qui conviendra au maximum 
dans ce cas; en sorte que le travail reçu par la roue irai t. en décroissant si elle 
diminuait. 

En.eflfet, si l'on désigne par i^» cette vitesse des augets qui commence à être 
assez petite pour que ta lame d'eau les remplisse , pour des vitesses plus petites, 
il faudra réduire le travail recueilU , dans le rapport de ^ à c^, ; ^Q sorte qu'en 

le désignant par T, tant que v est plus grand que i^o, il deviendra T — une fois 
que (^ sera plus petit. Il est facile de voir que ce dernier travail T — décroit avecv. 
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à partir de Fiostant où (^=:(^«; si toutefois cette valeur v^ n'est pas beaucoup 
plus grande que celle qui rend T un maximum , c est-à-dire que — — . En 
effet , on sait qu'une fonction décroît avec la variable , quand sa dérivée, est 
positive ; la dérivée de T — devient , pour t' •= i',, ^ H — , quantité qui est 

positive tant que le terme t- n a pas une valeur négative égale à — . Or, quand 

dT 
T est un maximum , on a -^=:o ; on voit donc qu après ce maximum , tant 

dT if 

que la valeur négative de ^ n'est pas un peu grande^ la fonction T— décroît 

avec (^. Ainsi , une fois que les augets sont pleins , c'est-à-dire une f#is que i^ 
devient plus petit que (^« , si cette dernière valeur n'est pas trop supérieure à 

-— — , le maximum de travail recueilli correspond à la vitesse pour laquelle 
les augets sont pleins. Si cette vitesse (^o est plus petite que ^ le maximum 

de travail correspond toujours à i^=2 — - — . Cest ce qui arrive, le plus ordinai- 

'■ * , . 

rement, parce qu'on fait en sorte que les augets aient assez de capacité pour 
que toute l'eau fournie passe encore ^lans la roue pour cette vitesse. 

On peut remarquer que lorsque la vitesse de la roue est trop petite pour que 
les augets débitent l'eau que fournit le courant , alors celle-ci s'élève dans le 
bief supérieur.'Gette élévation néanmoins a promptement un terme ; d'abord , 
parce qu'elle produit toujours une légère augmentation de la vitesse dés augets, 
et par suite de l'eau qu'ils descendent; et ensuite parce qu'une plus grande por- 
tion du liquide coule entre les augets et le coursier, et que bientôt cette por- 
tion , qui croit avec la charge à l'entrée , suffit pour le débit de ce qui ne pouvait 
passer par les augets. Souvent aussi , un déversoir qui laisse écouler librement 
l'eau du bief quand elle s'élève au-dessus d'une hauteur donnée, arrête aussi 
cette surélévation , et fait que toute l'eau est dépensée sans que les augets en 
prennent davantage. 

En résumant les conséquences des considérations précédentes, nous dirons 
que lorsqu'il s'agit d'une roue à augets déjà établie, et pour laquelle la section 
et la vitesse du courant d'eau qu'on y fait entrer sont aussi déterminées, si la 
capacité des augets permet d*y faire passer toute l'eau du bief avec une vitesse î^ 



— 255 — 

moitié de la vitesse ii cos «, c està-dire de celle de la lame d'eau qu'ils reçoi- 
vent, cette vitesse étant estimée dans le sens de celle des augets, le travail 
transmis dans l'unité de tempç est un mcLximumj ainsi qu'on vient de le dire 

pour v^=i — T— ^. Mais lorsqu il s'agit d'établir une roue à augets et tous ses ac- 
cessoires, et de disposer de la vitesse u elle-même et de l'angle a, on tâchera 
de diminuer cet angle en faisant arriver l'eau presque tangentiellement à la 
roue; et en même temps on diminuera le plus possible la vitesse i^ avec laquelle 
l'eau arrive sur la roue, ce qu'on fera en augmentant la largeur de la lame au- 
tant que les localités le permettent. Gomme il faudra bien que cette vitesse 
reste assez grande pour que toute l'eau dont on peut disposer dans l'unité de 
temps se débite par l'orifice/ on cherchera encore à utiliser la plus grande 
parlie possible de la force vive de l'eau qui entre dans les augets , en ne donnant 

il ceux-ci que la vitesse — —^ pourvu qu'alors toute l'eau fournie dans l'unité 

de temps par le bief supérieur ne cesse pas de pouvoir passer par ces augets. II 
faudra pour cela que ceux-ci , quand ils sont pleins, forment un courant ayant 
une section à peu près double de celle de h lame d*eau avant qu'elle y entre. 
Pour peu que cette condition ne soit pas remplie en même temps que celle qui 
se rapporte à la vitesse de la roue , on perdrait j^us de travail en raison de ce 
qu'une partie de l'eau serait obligée de passer ailleurs que dans les augets , 
qu'on n'en aurait gagné en cherchant à employer une portion de la force vive du 
liquide à l'aide d'une diminution de cette vitesse. C'est par cette raison que , pour 
être bien sûr que les augets reçoivent toute l'eau possible dans l'unité de temps, 
on préfère donner à la roue une vitesse un peu plus forte qu'il ne le faudrait k 
la rigueur. Souvent même par économie de construction, pour ne pas avoir 
des augets très-larges, on leur laisse une vitesse à peu près égale à celle qu'a l'eau 
en y entrant, et l'on ne recueille que le travail dû au poids de l'eau pendant 
quelle descend. Dans ce^ras, ainsi que nous venons de le faire voir, les augets 
étant supposés remplis, si l'on donnait à la roue une vitesse moindre, le travail 
recueilli diminuerait. 

Ainsi, dans tous les cas, il y a pour les augets d'une roue hydraulique une vi- 
tesse qui convient au maximum du travail à recueillir par la roue dans l'unité 
de tenips : nous dirons plus loin comment on parvient, dans le premier éta- 
blissenaent des autres parties de la machine, à disposer les choses de manière 
que cette vitesse se produise. 
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log. Examinons maintenant la théorie analogue pour les roues à aubes ou à 
palettes (*), c'est à-dire pour celles où Teau sort de la retenue par une ouverture 
inférieure 9 et acquiert ainsi une grande force vive qu'elle transmet en partie k 
la roue sans agir par son poids. 

On peut distinguer deux modes de construction de ces roues : dans le pre- 
mier, les aubes sont emboîtées par un coursier de manière à former des vases 
qui sont fermés un instant par ce coursier après que l'eau y est entrée y et qui se 
rouvrent ensuite quand l'aube se dégage de ce coursier; dans le second mode, 
les aubes ne sont pas emboîtées par le coursier, Teau qu'elles reçoivent ne fait 
que circuler pour se d^ager par les côtés, et même par-dessus. 

iio. Occupons-nous d'abord du premier mode, c'est-à-dire de celui où le 
coursier emboîte les aubes assez longtemps pour que l'eau qu'elles ont reçue ne 
puisse les quitter qu'après que son centre de gravité n'a plus que la vitesse (^ de 
la roue. Alors on peut assimiler ces aubes et le coursier qui les renferme à un 
vase qui se meut dans une certaine direction avec une vitesse v^ et dans lequel 
de l'eau, après être entrée avec une vitesse u faisant un petit angle a avec cette 
même direction , ne peut sortir avant que son centre de gravité ait perdu son 
mouvement relatif par rapport au vase , c'ast-à-dire avant qu'il ait pris la vitesse 
i^. Or, nous avons vu (article g4) que <lans ce cas le travail transmis au vase 
dans l'unité de temps, par un poids P d'eau , est 

p V(UCOS0L — t^) 

g 

Le mçiximum de cette expression par rapport à {f correspond à (^ = — ^ — ; elle 

devient alors égale à 

Pa' , 
-- -— COS *a. 

G)mme ordinairement l'angle a est très-petit, ce travail est sensiblement égal à 



P tt]^ 
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^) Le mot A*aube sera pour nous le terme générique s'appliquent à tout ce qui reçoit lé 
choc de Teau ; ces aabes deviendront des palettes quand elles seront de simplet plans non 
emboîtés. 



— 257 — 

cest-à dire à la moitié de la force vive que possède Feau à son entrée dans 
Tauget. L'autre moitié de la force vive se trouve perdue en partie par les bouillon- 
nements et les ébranlements , et en partie par la vitesse que conserve le centre de 
gravité de l'eau enfermée entre deux aubes au moment où celles-ci quittent le 
fluide. Ainsi , dans les roues construites de manière que le coursier emboîte 
complètement les aubes , celles-ci recueillent le maximum de ti^avail d'une 
lamé d'eau ayant une vitesse et une section déterminées : lorsque leur vitesse 
est moitié de celle de l'eau , ce maximum est la moitié de la force vive que 
possède le courant en arrivant sur la roue. 

Je ne connais ps d^expériences qui soient faites avec précision pour ce cas ; 
mais celles qù les dispositions approchaient le plus de ce. que nous venons de 
supposer n'ont guère donné plus que le tiers du travail dû à là chute. Il faut 
faire attention que ce travail total est toujours un peu supérieur à la force vive 
de Teau qui arrive sur la roue, en sorte que bien qu'on recueille alors , suivant 
la théorie , la moitié de cette force vive y lorsque le coursier emboîte bien les 
aubes, on ne doit pas obtenir tout à fait la moitié du travail dû à la chute. 

1 1 1. Examinons maintenant le second mode de construction de ces roues; 
supposons qu'au lieu d'emboiter les aubes ou les palettes dans un coursier qui 
ferme l'issue à l'eau de tous côtés, on laisse à cette eau toute facilité pour se 
dégager. Pour prendre d'abord le cas où la théorie a quelque chose de plus 
précis, concevons qu'au lieu de palettes plates, on adapte à la roue des aubes 
ou des vases en fomoe de canaux recourbés, construits de manière à obliger 
chaque particule d'eau à se dévier horizontalement, et à quitter la roue dans 
une direction qui fait un certain angle avec celle qu'elle avait en y entrant. 
Chaque aube sera donc une espèce de canal recourbé en forme de portion de 
cercle, présentant, lorsqu'il se plonge dans le courant, une -ouverture assez 
large pour que toute l'eau puisse y entrer et s'y dévier ensuite dans une direc- 
tion sensiblement horizontale. Il^ous supposerons que cette eau , en sortant de 
l'aube, puisse se répandre dans un bassin latéral où l'écoulement ne soit pas 
gêné. Ceci nés applique, bien enttendu, qu'au cas où la roue n'est pas plongée 
dans un courant indéfini, mais seulement au cas où elle reçoit un courant 
Imiité dans sa largeur, et à côté duquel on peut ménager un espace libre pour 
recevoir Teau à sa sortie. Bien qu'on ne construise pas ordinairement des aubes 
qui fassent ainsi dévier horizontalement tous les filets du courant d'eau qu'elles 
reçoivent, cependant il est bon d'étudier ce cas, parce qu'on y ramène ensuite 

S3 
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avec quelque approximation les diverses coostruclioDS en usage, savoir, les 
aubes courbées horizontalement ou verticalement. 

Supposons que l'espèce de canal que forme Taube ait assez peu de longueur 
pour que chaque particule d'eau qui y est entrée en soit sortie avant que le 
mouvement de la roue l'ait sensiblement relevée. Ici, comme l'eau peut 
sortir librement de l'aube, et qu'on peut regarder le mouvement de celle-ci 
comme uniforme et rectiligne pendant que l'eau la parcourt, que de plus la 
courbe décrite par chaque particule fluide est sensiblement dans un plan hori- 
zontal, et qu'ainsi leffet de la gravité peut être négligé, on pourra supposer 
que la vitesse relative de l'eau par rapport à l'aube reste constante dans les filets 
fluides pendant que l'aube les force à se dévier. Nous ferons donc ici l'application 
de ce que nous ^vons dit à l'article 84 sur le travail transmis par un courant à 
un canal ayant un mouvement uniforme et rectiligne. 

Si u est toujours la vitesse du courant à son entrée dans l'aube en forme de 
canal , t^ celle de cette aube , que a soit l'angle de la déviation totale qu'a subie 
la vitesse relative du fluide depuis son entrée dans l'aube jusqu^à sa sortie, on 
aura , pour le travail transmis à l'aube par un poids P de fluide , 

Il est clair que si plusieurs aubes semblables se succèdent, et qu*on ajoute les 
quantités de travail que chacune reçoit pendant que le fluide y passe , on aura 
pour somme une expression toute pareille à la précédente, k cela près que P y 
deviendra le poids total de fluide fourni par le courant dans l'unité de temps. 
Mais remarquons qu'il faut pour cela que Fintervalle des aubes soit tel , que 
chacune ne quitte pas le fond du coursier avant que toute l'eau qui se trouvait 
devant y soit entrée; car, dans le cas contraire, il y aurait une portion de 
fluide qui s'écoulerait sans avoir atteint l'aube et sans avoir produit aucun tra- 
vail. Si l'on désigne par / la longueur de la partie de la circonférence extérieure 
de la roue qui reste emboîtée dans le coursier pour que Feau soit forcée d'entrer 
dans les aubes, et par e l'intervalle de ces aubes mesuré sur cette même cif- 
conférence, il faudra approximativement que cet intervalle e ne dépasse pas 

^ — ~ f sans quoi les dernières particules fluides de la portion de courant qui 

est entre deux aubes n'auraient pas le temps d'atteindre celle qui est devant 



— 259 — 

au moment où celle-ci commence à quitter le fond du coursier. Mais dès qu'on 

a e<l—^ — , toute leau fournie par la chute dans l'unité de temps, dont 

nous désignons le poids par P, sera reçue par les aubes, et le travail transmis 
sera égal à 

p^JîîIl!:)(t-cOSa). 
g 

Pour que cette expression soit un maximum par rapport à a et à (^^ il faut 

qu'on ait, cos « =: — i , et ç'szs -. Ainsi , pour recueillir de la chute un maxi-- 

mum de tra^il avec ce système de roues, il faut que l'aube forme un canal 
dans lequel l'eau se dévie de deux angles droits, comme dans un demi-cercle , 
et que la vitesse de l'aube soit moitié de celle du courant (*). 



(*) Si , en partant de ce que la pressipn sur chaque aube est proportioniielie au carré de 
la vitesse relative (u^^u)^ ainsi que cela résulte des formules de Tart. M, on voulait en 
conclure qu'elle doit l'être de même sur l'ensemble de la roue , on trouverait que le travail 

transmis est proportionnel X (u— * i^)' i^, et que son maximum correspond à u :=- • 

<l 
u 
Cependant nous avons trouvé pour le même cas qu'on devrait avoir ^ ss ->. L'erreur, dans 

le premier résultat, vient de ce qu'il ne s'appliquerait qu'à une seule aube toujours plongée 
dans le courant , et ne recevant pas ainsi dans l'unité de temps toute l'eau que fournit le 
courant, puisqu'elle recule devant lui. Lorsque Ton considère toute une roue, il y a deux 
pi*essions qu'il ne faut pas confondre : une pression moyenne hypothétique qui , appliquée 
à la roue, au centre d'une aube mobile, produirait le travail que recueille la roue , et la 
pression qui agit sur chaque aube en particulier, en vertu de la vitesse acquise par la por« 
tion de fluide qui se trouve entre deux aubes consécutives. Cette dernière est bien propor- 
tionnelle au carré de la vitesse relative {u^v)\ mais si Ton a égard à sa durée , c'est-à-dire 
A l'espace que décrit l'aube pendant le temps que la portion du courant qui est devant em- 
ploie à couler dedans, on trouve toujours que le travail total transmis à la roue contient le 

facteur variable ^[u — v)^ et qu'ainsi son maximum correspond à (^ = --. En effet , admet- 

JB 

tons toujours que l'aube fasse dévier le courant fluide d'un angle a, et cherchons le\ravail 
transmis à l'aube par l'action de ce courant ; nous réunirons ensuite toutes ces quantités de 
travail pour l'ensemble des aubes. Si A est la section du courant qui entre dans l'aube, et ic 
le poids de l'unité de volume de l'eau, la pression exercée sur cette aube, dans le sens du 
courant qu'elle reçoit , sera , d'après ce que nous avons vu (art. 84} , 
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Le Iravail transmis deviendra alors égal à 



pîîi 

2^' 



c'est-à-dire à toute la force vive de Teau qui arrive sur la roye; il est donc le 



irA. (1 — cosa) > 

g 

en supposant que le courant remplisse le canal depuis son origine jusqu'au point où la dé- 
viation est d'un angle égal à a. Lorsque le liquide n*est pas encore arrivé à l'extrémité du 
canal , c'est-à-dii-e que la déviation extrême n'est pas encore de la plus grande valeur de a, 
cet angle, dans l'expression ci-dessus, se rapporte à l'extrémité de la portion de coui*beque 
cette eau occupe à l'instant que Ton considère. Cette pression est donc vaiiable jusqu'à ce 
que le canal soit plein; elle reste constante ensuite tant qu'il resté plein; puis elle redevient 
variable quand il se vide. Or, en réunissant le travail dA à la pression variable pendant 
que l'aube se remplit , à celui qui est dû à la pression variable pendant qu'elle se vide, il est 
facile de voir que comme le mouvement de l'aube est supposé uniforme, ainsi que celui de 
l'eau dans le canal qu'elle forme , on aura une somme égale à ce qu'on obtiendrait si le canal 
restait plein pour Tune de ces périodes égales : en sorte qu'on peut rega]*der la force comme 
constante, et supposer qu'elle agit depuis que l'eau a commencé à entrer jusqu'à l'instant où 
elle cesse d'entrer. Soit s le chemin décrit par l'aube pendant ce temps; le travail qu'elle 
aura reçu sera donc 

(il jr)» 

irA* (1 — cosoc). 

g 

Pour trouver la valeur de s , remarquons que cet espace sera celui qu'aura décrit l'aube 
depuis l'instant où elle a commencé à entrer dans le courant, jusqu'à celui où la dernière 
portion de ce couramt , qui n'est pas interceptée par une seconde aube qui vient se mettre 
devant la pren^ière , aura atteint son entrée. Cet espace est le chemin que doit parcourir un 
point ayant une vitesse i«, pour atteindre un point qui a une vitesse îf^ et qui est parti avec 

une avance e égale à l'intervalle des aubes. On a donc s =r *— , et le travail transmis a 

tt — if 

une aube par le courant que l'on considère sera par conséquent 

ttAii (i — cosa). 

S 

Celte expression ne se rapportant qu'à une aube, pour avoir le travail que reçoit la roue 
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plus grand possible pour tous les systèmes où, avant de faire agir Feau , on la 
laissera acquérir toute la vitesse que la chute peut lui donner. Cependant nous 
allons voir que, même en admettant toujours les suppositions sur lesquelles est 
basée la formule précédente, on ne peut pas recueillir en totalité ce maximum 
théorique ^al au travail dû à la chute d'eau. 

D'abord, cette force vive totale P~ que possède Teau en arrivant sur les 

no 

aubes ne peut jamais être tout à fait égale au travail dû à la descente de ce 
même poids P pour la hauteur de la chute, ainsi que l'expérience l'a appris; 

de sorte que^ même en admettant qu'on pût transmettre un travail égal ^ P ^-^ 

il y aurait déjà une diflférence en faveur des roues à augets remplissant aussi 
de leur côté toutes les conditions rationnelles qui leur conviennent. 

En admettant que les conditions cosa=: — i et (^=- fussent remplies, 

l'eau qui sort de l'aube n'aurait plus qu'une vitesse nulle, comme cela doit 
être pour quelle ait transmis un travail égal à sa force vive. Eln effet, sa vitesse 

relative dans l'aube étant li — i^, ou -, et celle de l'aube étant en sens con- 



dans ruDÎté de temps, il faudra la multiplier parle nombre d'aubes qui entrent dans le 

«ourtnt pendant ce temps. Or, e étant l'intervalle des aubes, ce nombre sera •; ainsi le 

e 

ti^vail transmis dans l'unité de temps sera 

g 

Ici nhu est le poids de Teau que fournit le courant dans l'unité de temps; c'est ce que 
nous avions désigné par P. L'expression précédente devient donc 

P (1 — cosot). 

e 

Ainsi, en partant c|6 la pression sur chaque aube, qui est proportionnelle au carré de 
la vitesse, nous retrouvons, pour le travail transmis à la roue, la même expression que celle 

que nous, avons employée : son maximum correspond toujours bien à (/= --. 



— 262 — 

traire -, ces vitesses se détruisent, et l'eau sort de l'aube sans TÎtesse; c'est 

dans ce cas Faube qui abandonne une eau devenue immobile. 

La condition que l'eau quitte l'aube avec une vitesse nulle ne pourrait être 
rigoureusement remplie qu'autant qu'il n'y aurait qu'une aube, et qu'il existe- 
rait un espace libi*e sur le côté de la roue où le liquide pût venir s'arrêter ainsi ; 
mais dans la réalité, pour une série d'aubes tournant dans un e^ce fixe, il 
n'est pas possible que l'eau quitte cet espace sans une vitesse mojenne qui dé- 
pend du débouché qu'on peut donner pour sa sortie. Si l'on admettait pour un 
instant, comme cela est possible pour une aube, que l'eau sortit avec une vi- 
tesse nulle, alors l'aube suivante la pousserait devant elle en tournant, et lui 
donnerait nécessairement une vitesse dans le sens de son mouvement. La néces- 
sité que l'eau fournie par le coorani dans l'unité de temps sorte de la surface 
de révolution dans laquelle la roue tourne , détermine un minimum de vitesse 
moyenne de sortie. La force vive qui est due & cette vitesse viendra toujours en 
déduction du travail qu'on peut retirer de là chute d'eau. 

Pour conserver cette légère vitesse, il suffit que celle de l'aube ne détruise 
pas complètement la vitesse relative de l'eau qui en sort; or , cela peut arriver 
de deux manières, soit parce que l'angle a ne serait pas tout à fait de deux 

droits , soit parce que ^ ne serait pas égal à -. H est facile de voir qu'en laissant 

toujours (^ := -, et donnant seulement à a une valeur un peu différente de deux 

droits, on aura une vitesse de sortie qui sera la résultante de deux vitesses égales, 
l'une tangente au cercle décrit par la roue, et l'autre tangente à l'extrémité de 
l'aube ; par conséquent cette vitesse sera à peu près perpendiculaire à ces deux 
directions, vu que celles-ci sont h peu près directement opposées. Si Ton dé- 
signe par 9 le supplément de l'angle a , la valeur de cette vitesse de sortie sera 

A 

££sin-. On voit donc qu'en prenant Fangle 6 assez petit, cette vitesse sera fiiible 

et aura la direction la plus favorable à l'écoulement de l'eau. Si, par exemple, 

on prend seulement G de manière qu'on ait sin ô ^=^ T' '^ vitesse de sortie sera j : 

on ne perdra avec cette vitesse que le seizième de la force vive totale. Pour 
que l'on puisse diminuer ainsi la vitesse qu'a Feau lorsqu'elle quitté l'aube , il 
faut lui préparer un débouché suffisant à sa sortie. 
A l'examen d'une roue hydraulique, si l'on évalue par aperçu la section du 



courant d'eau qui quitte les aubes , on reconnaîtra si une grande portion de 
sa force vive a pu leur être transmise : plus cette section sera grande , et plus le 
courant aura donné de sa force vive. 

Je ne sache pas qa*oo ait essayé de construire des roues avec des aubes for- 
mant des canaux horizontaux. Tout ce qu'on pourrait faire pour approcher de 
cette conception rationnelle, ce serait de courber les aubes horizontalement et 
de les emboîter par-dessus et par-dessous pour que les filets fluides sortissent 
seulement par le côté de la roue en se déviant de près de deux angles droits. 
Je doute que cette construction en grand puisse être facile , et que la dépense h 
faire n'excède pas celle qu'il faudrait pour établir une bonne roue à augets, 
prenant l'eau à la surface du bief supérieur , et pour y joindre , s'il le fallait, les 
renvois de mouvements qui redonneraient dans l'usine la même vitesse de 
rotation que celle que fournit la roue à aubes. Gomme l'expérience prouve , 
conformément aux indications que donne la théorie , que ces roues à augets , 
quand elles remplissent bien les conditions qui leur conviennent, recueillent 
toujours plus de travail que les autres, on ne doit chercher pour ces dernières 
aucun perfectionnement qui rendrait leur construction plus chère que celle des 
roues à augets , en y joignant , si cela est nécessaire , un renvoi de mouvement 
qui augmente la vitesse de rotation dans l'intérieur de l'usine* 

lia. M. Poncelet a imaginé de construire des aubes en forme de canaux 
verticaux où l'eau s'élève et redescend pour sortir par la même ouverture par 
laquelle elle est entrée. Cette disposition a l'avantage d'être d'une construction 
facile. L'expérience a prouvé que le travail recueilli par ces roues pouvait être 
d*environ cinq dixièmes du travail du à la chute du courant. On trouvera le 
mémoire de M. Poncelet sur cette forme d'aube, dans un ouvrage qu'il a publié 
sur les roues hydrauliques. 

En considérant toujours , dans ce système de roues, le mouvement de l'aube 
comme rectiligne et uniforme pendant qu'une particule fluide la parcourt , on 
pourra appliquer ce que nous avons dit à la fin de l'article 88. Mais, comme 
nous l'avons remarqué , la théorie qui est b9sée sur ce que la vitesse relative de 
Feau'par rapport au canal , lorsqu'elle en sort, est la même que celle qu'elle 
avait en y entrant, ne peut guère s'appliquer qu'à de petites masses liquides 
entrant et sortant i3olément, et pouvant s'assimiler chacune à une particule 
mobile. La vitesse relative u — i^ avec laquelle une particule se meut dans le 
canal redeviendra la même quand elle sera au même point de la courbe en redes- 
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cendant ; en sorte qu'en sortant de Vaube courbe, cette particule , après s*y être 
élevée à la hauteur due à la vitesse relative (u — u) avec laquelle elle y est en- 
trée, aura cette même vitesse relative; celle-ci se produisant en sens directe* 
ment opposé à la vitesse (^ de Taube, il en résultera pour l'eau qui sort une 
vitesse résultante égale à 2v — u. Ainsi , ce canal vertical détourne de deux angles 
droits la direction de la vitesse relative de la particule d'eau, absolument 
comme si , au lieu de s'élever, elle se fût déviée horizontalement dans un canal 
eu demi-cercle pour en sortir dans une direction parallèle et opposée à celle 
qu'elle avait en entrant. Cette vitesse de sortie at^ — u devient nulle quand 

(/ = r- ; dans ce cas , la particule fluide aurait transmis toute sa Force vive en 

quittant l'aube. 

Lorsqu'on ne considère ainsi qu'une particule d'eau qui se meut librement 
dans l'aube, la théorie est la même pour le mouvement dans une aube courbée 
verticalement ou dans une aube courbée horizontalement; la gravité n'a point 
d'influence quand la particule est revenue à l'entrée de Vaube ; son effet s'est 
borné à retourner le sens de la vitesse. Mais quand il y a un courant continu 
entrant dans un canal vertical , alors la même théorie devient beaucoup moins 
applicable , ainsi que nous l'avons remarqué à l'article 88. Les particules dé\k 
élevées, dont la vitesse est moindre, gênent le mouvement de celles qui sont 
en dessous et qui ont plus de vitesse. En outre , le fluide qui redescend se 
choque avec celui qui devrait encore s'élever, et il en résulte beaucoup de pertes 
de force vive par les bouillonnements. Il n'est donc pas étonnant que bien que, 
diaprés un aperçu théorique, on puisse recueillir un travail presque égal & la 
la force vive , on n'en recueille réellement qu'environ les cinq dixièmes. 

1 13. Examinons maintenant le cas où les aubes sont formées de plans ou 
palettes plus larges et plus hautes que le courant, et qui forcent ainsi tous les 
filets fluides , ou au moins une grande partie , à devenir parallèles à ces plans 
en se dégageant librement par les côtés et par«dessus. Alors, comme la vitesse 
relative dans chaque filet se conserve sensiblement constante, soit parce que la 
déviation se fait en grande partie horizontalement, soit parce qu elle s'opère 
dans une petite étendue; qu'en outre le sens de la vitesse du plan diffère peu de 
celui de la vitesse du courant; on peut appliquer approximativement à ce eus la 
formule donnée article 84 sur le travail transmis à un plan mobile par une 
masse ou un poids déterminé de fluide. H est clair , en effet , que comme les 
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angles que font ces palettes avec la direction du courant varient assez peu pen- 
dant qu'elles restent plongées , le travail transmis à plusieurs palettes qui se 
succèdent sera sensibleaient le même que si une seule recevait Taction du 
fluide P que fournit la veine dans une seconde ^ et qu'elle conservât en même 
temps une inclinaison moyenne entre la plus grande et la plus petite de celles 
qu'elle a par rapport au courant pendant qu'elle est en présence de celui-ci. On 
peut admettre dans la pratique que l'angle du courant et delà palette, pour 
cette position moyenne, diflfère très-peu de 90""; ainsi ^ on fera dans la formule 
de ^article cité sina =3 i. Elle donnera alors pour le travail transmis à la roue 

Cette expression devient un maximum pour (^=^; sa valeur est àlorsP j-, 

ou la moitié de la force vive que possède le courant en arrivant sur les palettes. 

On peut remarquer que ce travail serait le même que celui qu'on a trouvé 
pour le cas: où les aubes sont enfermées dans un coursier , et où l'on peut les 
assimiler à des vases recevant toute la lame d'eau. Mais conime ici les palettes 
ne sont pas rigoureusement d'équ^rre au courant pour une partie du temps 
pendant lequel cdui-<n agit , que leur vitesse n'est pas non plus exactement 
dans le sens de celle de l'eau, que d'ailleurs, dans la pratique, il n'arrive pas 
que les déviations des filets se fassent de manière qu'ils deviennent tous pa- 
rallèles aux palettes, l'expression précédente est trop forte. L'expérience ne 
donne guère, en effet, au lieu de la moitié de la force vive due au courant 
pour le travail recueilli avec la vitesse la plus favorable , qu'environ le tiers de 
cette force vive , ou un peu moins du tiers du travail dû à la chute. Ainsi, quand 
on ne pourra pas construire des aubes recourbées, soit horizontalement , soit 
verticalement, et qu'on n'aura que des palettes planes, il vaudra toujours mieux 
les emboîter de tous côtés , que de laisser le courant libre de se dégager après 
avoir rencontré ces palettes. 

Il est bon de remarquer que tant que les palettes ne sont pas encore deve- 
nues perpendiculaires au courant, leur épaisseur, qui i^e peut être négligée 
dans quelques cas , présentera ordinairement une face perpendiculaire à leur 
plan y sur laquelle une petite partie du courant viendra se détourner sans pro- 
duire de travail , puisque ces petites faces n*ont qu'une vitesse perpendiculaire 

31 
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à la pressiou. On devra doue rendre ces épaisseurs aussi petites que possible, 
et diminuer aussi le nombre des palettes pour diminuer le nombre de ces faces. 
Mais, d'une autre part, il y a une limite à Técartement à donner h celles-ci; 
ear il faut que feau comprise entre deux palettes ait le temps d'atteindre celle 
qui est devant au moment où celle-ci commencerait à abandonner une portion 
du courant. Si l'on désigne, comme à l'article 1 1 1 , par / la portion de la cir- 
conférence extérieure de la roue pour laquelle les palettes touchent sensible- 
ment le fond du coursier, et par e l'intervalle de ces palettes, il faudra toujours 

qu'on ait approximativement e < • 

Il 4* Lorsque les palettes sont plongées dans un courant indéfini qui les 
dépasse, alors on n'a plus d'expression un peu exacte du travail transmis, parce 
qu'on ne sait plus, ni k quelle portion du courant s'étendent les déviations, ni 
de combien sont déviés les filets qui approchent des bords de la palette. Ce- 
pendant, si l'on admet que les formes de ces filets ne changent pas sensible- 
ment avec les vitesses, l'expression du travail contiendra encore le facteur 
variable if(u — c), qui est commun à ce que transmet chaque filet fluide. Le 

maximum à recueillir de leur ensemble correspondrait donc toujours à c:=: -. 

Au reste, ce n'est pas dans ce cas qu'il importe beaucoup de recueillir le plus 
possible du courant, puisque sa largeur dépassant celle des palettes, si l'on avait 
besoin de plus de travail , on pourrait toujours les élargir. Quand le courant est 
indéfini, on a ainsi autant de travail qu'on en veut, et Ton ne cherche plus 
autant à l'économiser. 

Cependant , dans le cas où l'on voudra savoir approximativement ce qu'on 
peut recueillir avec une roue dont les palettes plongent dans un courant qui les 
déborde, on pourra le calculer comme' pour le cas où elles sont plus larges que 
le courant , lorsque celui-ci n'aurait qu'une surface moitié de celle de chaque 
palette. En effet, les expériences sur la pression' dans un fluide indéfini ne 
donnent que celle qui serait produite par ce courant fictif contre un plan plus 
large. Ainsi; pour avoir approximativement ce travail en se donnant la surface 
A des palettes, on remplacera le poids P de J'eau reçue dans l'unité de temps 

par - ttAm , au lieu de t: Aw , et Ion aura pour le travail 

•ïc Auv {u — i^) 

5 g • 
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Son maximum , qui a lieu pour t' = r, deviendra 

c est-à-dire le quart de la force vive de la portion du courant interceptée par 
Faube. Ce résultat n'est pas rigoureux, puisque la pression sur chaque aube 
n'est pas exactement ce que nous venons de la supposer; elle devient d'autant 
plus supérieure à cette valeur , que les vitesses sont plus grandes ; mais au 
moins aura-t-on par là une approximation qu'il est toujours utile de connaître. 

1 15. Dans tout ce que nous avons dit jusqu'à présent sur la valeur de la vi- 
tesse de la circonférence des roues à augets ou des roues à aubes qui correspond 
au maximum de travail , nous n'avons considéré que celui que reçoit la roue 
elle-même. Dans la pratique, le travail qu'on veut rendre un' maximum n'est 
pas précisément celui que reçoit la roue, c'est celui que transmettent certains 
corps de la machine agissant le plus immédiatement possible sur les points dont 
le déplacement constitue l'effet utile : ce dernier travail est toujours inférieur 
au premier de toutes les pertes dues aux frottements et quelquefois aux chocs 
qui ont lieu dans les systèmes de transmission. Tant que la machine se meut 
avec la même vitesse, ces pertes sont proportionnelles au nombre de tours de 
chaque roue, et en général au nombre de périodes de mouvement que la ma- 
chine a effectuées. Gomme l'expérience prouve que les frottements restent à 
peu près les mêmes pour des vitesses qui ne sont pas trop différentes, il s'ensuit 
que le travail qu'ils font perdre dans l'unité de temps, pour différentes valeurs 
de la vitesse if des aubes ou des augets, sera toujours à peu près proportionnel 
seulement au nombre de périodes de mouvement de la machine, ou bien par 
conséquent à cette vitesse i^. Si donc on suppose, comme cela arrive le plus 
souvent, qu'il n'y a pas d'autres pertes que celles qui sont dues à ces frottements, 
on peut représenter ce travail perdu par vf. Ici y serait égal à une force fictive 
qui , appliquée à la roue motrice à la même distance de l'axe que les augets , 
produirait un travail égal à celui qui se perd en frottement par les renvois de 
mouvement depuis cette roue jusqu'aux points où l'on veut obtenir un maximum 
de travail. 

Â la rigueur, les frottements ne dépendant pas seulement des poids des corps 
qui s*appuient les uns sur les autres, mais aussi des eflforts dus à Faction du 



moteur, et ces efforts variant avec la vitesse, les frottements varieraient aussi 
pour une même période de mouvement ; en sorte que dans l'expression yf^j 
ne serait pas tout à fait indépendant de v. Néanmoins il sera toujours utile de 
voir Finfluence qu'auraient sur la détermination de la valeur de v , pour le 
maximum de travail utile , les pertes par les frottements , dans les cas où l'on 
pourra les supposer toujours les mêmes pour chaque période de mouvement 
de la machine. 

Nous avons trouvé que le travail que reçoit immédiatement la roue dans 
l'unité de temps est , 

1 "* Pour le cas des augets lorsque Teau agit en partie par son poids , 

p^^p^(aC08«-.)^ 

2^" Pour le cas des aubes emboîtées dans le coursier, ou des palettes sensible- 
ment d'équerre au courant , 

3" Dans le cas des aubes faisant fonction de canaux et forçant le courant à se 
dévier d'un angle a, 

P— ^(1— COSa). 

Le travail qu'on veut rendre un maximum s'obtiendra en retranchant de ces 
expressions le produityî^. En égalant à zéro les dérivées par rapport à (/, on a 
des équations d'où l'on tire 

Pour le premier cas , t^ = - ces a — ^; 

Pour le second , ^ ~ 5^ "" w • 

Pour le troisième , »; = ^ — ^^ -, 

' 2 2P(1 — COSa) 

On voit donc ^ue la vitesse qui correspond au maximum d'effet produit dans 
l'unité de temps doit toujours être au-dessous de -.Moins il y aura de pertes 
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par les renvois entre la roue motrice et les points où Fou veut que le travail soit 

un maximum^ moins aussi la vitesse v différera de -, ou de — - — . Mais 

quelque simple que soit la machine, s'agirait-il seulement d'élever des poids 
avec une corde qui s'enroule sur un cylindre, les pertes de travail dues aux 
frottements des axes et au ploiement de la corde, feront toujours correspondre 
le maximum à une valeur de v sensiblement plus petite. Cette conséquence est 
tout à fait d'accord avec ce que l'expérience a appris. 

Pour se faire une idée de la quantité ;|| qu'il faut retrancher de ^ pour obte- 
nir la seconde de ces valeurs de la vitesse v , supposons qu'on sache par expé- 
rience que pour une roue à aubes emboîtées, le frottement fait perdre dans 
l'unité de temps la n^^^ partie du travail total qu'elle reçoit quand elle marche 

avec la vitesse (^= ^ ; on aura pour cette valeur de v^ 

-^ Il % ' 



ou en substituant - pour v , 



2P Kn 



Maisy^restant sensiblement le même pour (c=— et pour des valeurs variables 

de (^ , on peut substituer cette fraction à celle qui entre dans la valeur de (^ , et 
l'on a 



2 ( 2n) 



Ainsi , en admettant que dans un moulin , par exemple, on sache par exj^- 

rience que quand la roue motrice a une vitesse moitié de celle du courant , les 

froUements, depuis la meule jusqu'à la roue motrice, font perdre le quart du 

travail que reçoit cette, roue; pour recueilUr un maximum de travail sur la 

meule, on devra donner aux aubes ou aux palettes une vitesse qui, au lieu 

7 
d'être la moitié de celle du courant, sera les — de cette vitesse. Ces résultats 

numériques supposent, comme nous l'avons dit, que les forces produites par 
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les frottements ne varient pas sensiblement quand on change la vitesse de la 
roue motrice. Bien que cette hypothèse ne donne qu'une approximation , on 
n'en voit pas moins^ par ce que nous venons de dire, comment les frottements 
et les autres pertes de travail , depuis la roue jusqu'au point où s'opère l'effet 
utile, tendent à diminuer la valeur de la vitesse qui correspond au maximum 
du travail utile. 

1 16. Dans l'établissement des machines destinées ii recueillir le travail d'une 
chute d'eau , on doit distinguer deux cas : ou le courant fournit un travail beau- 
coup supérieur à celui dont on a besoin , en sorte qu'on n'a pas de motifs de 
Téconomiser; ou bien, ce travail n'excédant pas celui dont on a besoin, il faut 
tâcher de le recueillir en totalité. Dans le prenaier cas, on ne se dirige que par 
des considérations d'économie dans la construction de la machine; alors les roues 
à aulSes ou à palettes s'emploient de préférence. Outre que par elles-mêmes elles 
coûtent moins que les roues à augets, elles ont aussi l'avantage , lorsqu'on a 
besoin d'une assez grande vitesse, de dispenser des systèmes d'engrenages qu'il 
faudrait joindre à une roue à augets qui marche plus lentement. Dans le second 
cas, c'est-à-dire lorsqu'on veut obtenir le plus de travail possible de la chute 
d*eau , ce sont les roues à augets qu'on emploie. L'expérience montre que lors* 
qu'on leur donne une faible vitesse, elles recueillent environ sept dixièmes du 
travail dû à la chute, tandis que les roues à aubes ou à palettes, où l'on reçoit 
Feau en dessous, ne recueillent, pour le système ordinaire des palettes ou 
aubes planes, que trois dixièmes environ du travail total de la chute, et pour les 
meilleurs systèmes qu'on ait encore employés que les cinq dixièmes de ce 
travail. 

117. Nous ne nous occuperons point de quelques autres systèmes imaginés 
pour recueillir le travail des chutes d'eau ; cet examen sortirait du plan de cet 
ouvrage; nous nous sommes proposé seulement, de donner les moyens d'obte- 
nir le plus de travail possible. L'étude que nous venons de faire des conditions 
à remplir pour cela ne doit pas laisser douter que I9 roue à augets ne satisfasse 
aussi bien que possible à ces conditions , et ne fournisse autant de travail que 
toute autre combinaison qui pourrait coûter plus à établir. Les autres systèmes 
ne peuvent avoir pour but que de dispenser de quelques renvois de mouvement, 
en donnant de suite, soit une vitesse de rotation plus grande , soit une position 
verticale à l'axe de rotation. C'est seulement quand la source de travail est aura» 
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boudante que d'autres machines peuvent être bonnes pour économiser les frais 
d'établissement de quelques renvois de mouvement. Au reste, s'il arrive qu'on 
ait à apprécier, sous le rapport de l'économie du travail, quelque système nou- 
veau , on comprend qu'il suffira d'examiner seulement si l'eau arrive sans vitesse 
sensible au plus bas de la chute dont on peut disposer , ce qui^exige qu'elle ait 
pour cela une large issue , et si la machine ne donne pas lieu à des changements 
de vitesse ou à des bouillonnements dans le fluide qui fassent perdre une partie 
du travail en ébranlements et en frottements. 

ii8. Il ne suffit pas, dans la pratique, de connaître la vitesse qu'il faut 
donner à une roue à augets ou à aubes pour qu'elle recueille le plus de travail 
possible dans un temps donné, il faut encore trouver le moyen de disposer les 
choses de manière que cette vitesse soit produite , et qu'elle ne varie qu'entre 
des limites assez resserrées. 

D'abord, pour empêcher qu'il n'y ait des changements trop sensibles daus 
la vitesse, on conçoit, d'après ce que nous avons dit article 102, que s'il y a, 
parla nature de Feffet k produire , trop d'inégalité dans les quantités de travail 
résistant^ il suffira d'ajouter un volant, ou enfin de donner, par un moyen 
quelconque^ assez de force vive à la machine pour que la vitesse de la roue 
varie peu par ces inégalités. Une fois qu'on aura atteint ce but, il ne restera 
plus qu'à faire en sorte que la vitesse moyenne qui s'établira soit celle qui con- 
vient au maximum d'effet. 

Pour arriver kh solution de cette question , il faut d'abord que l'on conçoive 
comment^ lorsque la soamae des forces vives de la machine croit ou décroit 
avec la vitesse i^ des augets ou des aubes, ce qui a lieu en général , et ce qui 
peut toujours avoir lieu en ajoutant un volant, cette vitesse doit toujours oscil- 
ler autour de celle qui est telle que le travail moteur est égal au travail résistant 
dans une unité de temps assez grande pour comprendre un nombre un peu 
considérable de périodes de travail. On entend ici par période de trm*ail le 
temps nécessaire pour que la machine accomplisse un des effets qu'elle répète 
indéfiniment, et pour lesc^uels toutes les quantités de travail moteur et résis- 
tant se reproduisent les mêmes. Par exemple, s'il s'agit de mouvoir des raar- 
teau|[ OQ des pistons , ce sera le temps qui sépare deux coups de marteaux ou 
deux élévations de pistons; ce sera un temps plus petit encore s'il s'agit d'un 
travail résistant plus continu , comme dans une filature. Cette période, quelle 



— 272 — 

qu'elle soit , correspondra à un chemin déterminé des augets ou des aubes de la 
roue. 

G)nsidérons le mouvement pendant une unité de temps assez grande pour 
qu'on puisse la regarder approximativement comme comprenant un nombre 
exact des périodes de travail dont nous venons de parler, et pour qu'on puisse 
négliger ainsi le travail qui se produit pour des fractions de période qui complé- 
teraient cette unité de temps. Si l'en suppose que la vitesse i^ vienne à changer, 
le nombre entier des périodes de travail achevées dans l'unité de temps variera 
à peu près proportionnellement à t^, puisque 'chacune de ces périodes n'exige 
qu'un chemin déterminé des augets ou de la roue. Or, le travail résistant pro- 
duit dans une période, c'est-à-dire pour un chemin déterminé de la roué et par 
suite des autres points de la machine, ne peut devenir plus petit quand la vi- 
' tesse devient plus grande; il arrivera même au contraire /le plus ordinairement, 
qu'à cause des résistances diverses qui croissent avec la vitesse , il deviendra un 
peu plus grand ; en sorte que le travail résistant total qui est produit dans une 
unité de temps croîtra au moins en raison du nombre des périodes, et par con- 
.'équent au moins aussi en raison de la vitesse i^. Ce travail résistant n'aura pilpBt 
(le maximum relativement à cette vitesse variable ; plus elle croîtra, plus il 
sera grand. Il n'en sera pas de même du travail moteur produit pendant cette 
même unité; nous avons vu que pour les roues à augets et pour les roues à 
aubes, il a un maximum pour une certaine valeur dev aii delà de laquelle il 
décroît. 

Si Ton représente les quantités de travail moteur et résistant produites dans 
Tunité de temps, chacune par l'ordonnée d'une courbe dont l'abscisse soit la 
vitesse ç', supposée sensiblement constante pendant cette unité, la courbe du 
travail résistant partira de l'origine étira en s'élevant comme une ligne droite, 
ou plus rapidement qu'une ligne droite en prenant une forme convexe vers l'axe; 
la courbe du travail moteur partira aussi de l'origine et reviendra sur elle-même 
comme une demi-ellipse. Ces deux courbes se couperont nécessairement, puis- 
que sans cela le travail résistant l'emportant toujours sur le travail moteur, la 
force vive irait en diminuant sans cesse jusqu*à zéro , et la machine s'arrêterait. 

Maintenant on peut établir facilement que la vitesse doit osciller autour de 
celle qui correspond au point d'intersection de ces courbes, et qui par consé- 
quent sera telle , qu'il y ait ^altté entre le travail moteur et le travail résistant, 
produits tous deux dans l'unité de temps : cette vitesse sera ce qu'on p«ut appeler 
la vitesse de stabilité. Remarquons en effet qu'auprès du point d'intersection 
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des deux courbes, celle du travail résistant s inclinera plus que l'autre; donc, 
si Ton suppose que pendant une unité de temps, la vitesse, c'est-à-dire Fabscisse 
de ces courbes, vient par une cause quelconque à rester plus grande que celle 
qui correspond à l'intersection , le travail résistant l'emporterait sur le travail 
mçteur; conséquennnent la force vive diminuerait. Comme nous avons admis 
que, soit par l'addition d'un volant, soit par la seule disposition de la machine, 
la vitesse v de la roue croissait et décroissait avec la force vive totale de la ma- 
chine, cette vitesse devrait diminuer aussi; donc elle ira en s'approchant de la 
vitesse de stabilité. D'une autre part, si l'on suppose que la vitesse reste plus 
petite que celle qui correspond au point d'intersection des courbes , ou voit qu'a- 
vant ce point la courbe du travail moteur est au-dessus de l'autre. Ce travail 
moteur l'emportant donc sur le travail résistant , la force vive doit croître xlans 
l'unité de temps , et il en sera de même de la vitesse de la roue. Ainsi , soit qu'on 
suppose cette vitesse pendant l'unité de temps, ou en dessus ou en dessous de 
la vitesse de stabilité, elle ira en s'en rapprochant. Si l'on se rappelle ce* que nous 
avons dit sur les volants, on concevra facilement comment on pourra resserrer 
les écarts que pourrait prendre la vitesse de la roue par suite des in^lités dans 
le travail qu'ezige^l'effet auquel elle est destinée : on obtiendra donc une vitesse 
sensiblement constante. Pour qu'elle soit celle qui correspond au maximum de 
travail à recueillir sur la roue, il ne restera qu'à faire en sorte que l'mtersection 
des courbes dont nous venons de parler se trouve au point le plus élevé de celle 
qui se rapporte au travail moteur : nous allons entrer à ce sujet dans quelques 
développements. 

119. Quand la dépense d'eau est donnée,' ce qui entraîne que la courbe du 
travail moteur ait une forme donnée, on parvient à faire correspondre la vitesse 
de stabilité au point maximum du travail moteur, en cherchant à incliner plus 
ou moins la coutl^ie du travail résistant, c'est-à-dire en modifiant, quand cela 
est possible, le travail résistant produit dans l'unité de temps pour une vitesse 
donnée; mais si, au contraire, le travail résistant est donné pour chaque vitesse, 
et que la courbe de celui-ci ne puisse changer, il ne reste d'autre moyen que de 
modifier celle du travail moteur, lorsque cela est possible. 

Occuponé-nous d'abord de la première supposition où l'on se donne la chute 
(f eau, c'estp^i-dire le travail moteur pour toutes les vitesses que peut prendre la 
roue, et où l'on peut seulement nîôdifier le travail résistant produit avec une 
vitesse donnée. Il faut, par cette modificaâon, amefler là vitesse de stabilité à 

35 
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prendre la valeur qui corret&paod au maximum du txavail moteur dans rtioité 
de temps. Voyons comment on y parviendra dan^ la pratique. 

U y a deux cas à distinguer : ou bien la partie de la machîae destinée à opérer 
Tefiet utile sera construite de telle sorte que , sans rien changer à sa construction» 
on pourra faire varier le travail résistant dû à cet effet dans Tunité de temps , 
avec une vitesse donnée, ou pour un tour de roue, ce qui revient au même; 
ou bien cela ne se pourra pas ainsi , et il faudra faire un changement dans les 
constructions premières pour modifier sensiblement le travail dû à l'effet utile 
par chaque tour de roue. 

Dans le premier cas, on ai'rivera sans difficulté ii donner à la vitesse de 
stabilité la valeur convenable. Pour cela , on augmentera peu k peu le travail 
résistant dû à leffet utile, jusqu'à ce que la vitesee de stabilité soit celle qui 
répond au maximum. Par exemple, Vil s'agit d'une machine à aplatit- des 
barres de fer entre des cylindres, on pourra augmenter la largeur ou le nombre 
des pièces de fer qu'on fera passer entre les cylindres, et le travail résistant 
augmentera a peu près proportionnellement à cette largeur ou à ee nombre. S'il 
s'agit d'écraser des matières sous une meule , on pourra , dans beaucoup de cas, 
fournir plus ou moins de matière dans un temps donné , et dès lors augmenter 
le travail résistant. Enfin , il y a encore des oiachines où, par les dispositions 
préalables, on -s'est réservé la faculté d'augmenter ou de diminuer le travail , 
comme dans les filatures où , en engrenant ou désengr^nant des métiers de 
broches, on ajoute ou l'on retranche autant de tiAvail résistant qu'on le veut. 
Pour des dispositions de ce genre, on arrivera très-facilement à amener la vitesse 
de stabilité à la valeur qu'elle doit- avoir. 

Dans le second cas , où l'on ne peut pas changer le travail dû à l'effet utile 
pour une vitesse donnée de la roue à agbes ou à augets , sans changer la con- 
struction première de la machine, nous allons montrer par un exemple conmient 
on arrivera à établir cette construction première, de manière que la vitesse de 
stabilité corresponde au maximum de travail. 

Supposons, pour fixer les idées, que la roue à aubes^ou à engets soit destinée 
à faire mouvoir un marteau de forges qui soit levé par desi»mes. Ilsem &cile 
d'étendre à tout autre cas ce que nous dirons pour cet exemple, {ci le ivtvail 
résistant pour l'unité de temps >coI^re^ndant à une vitesae deanée , dépend du 
nombre de cames adajfàtées autour de l'arbre qui. les^opporie; il ne peut chasser 
qu'en mçttant jplua ou moins de vm cnoaest et qu'en modifiant ainsi la cm- 
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struction première de la machine. Voici comment on s'y prendra pour combiner 
cette disposition première. On saura par expérience de combien il faut élever le 
marteau pour obtenir un battage convenable du fer; on aura ainsi le travail 
consommé pour élever le marteau à chaque coup. S'il y a des frottements des 
cames contre les mentonuets du marteau , ou même des chocs , on s'aidera des 
résultats de l'expérience » ou de ceux des théories que nous avons donnés (pre- 
mière partie» n"^ 5a et 68), pour estimer approximativement le travail que ces 
frottements et ces chocs feront perdre; on aura donc le travail résistant 
qu'exige chaque coup de marteau. D'une autre part, en jaugeant le cours d'eau 
moteur, on saura coaibien la roue reçoit d'eau par unité de temps, par exemple, 
par minute :Je poids de cette eau , multiplié par la hauteur de la chute, donnera 
un certain travail. En consultant les expériences faites sur le genre de roue 
qu'on. emploiera , on saura quelle portion de ce travail elle peut recueillir quand 
elle a pris la vitesse qui correspond au maximum d'effet ou de travail utile : 
ce sera, par exemple , pour une roue à augets, environ 0,70 de ce travail; pour 
les roues k aubes courbes, environ o,5o, et pour les roues à aubes planes ordi- 
naires , environ o,3o. En divisant ce travail par celui que deaiande chaque coup 
de marteau, on aura le nombre de coups^qu'on peut frapper par minute. Mais 
connaissant la vitesse de la circonférence de la roue hydraulique , par la condi- 
tion de recueillir le plus de travail possible , on en conclura celle de l'arbre qui 
porte les cames; on saura donc le nombre de tours que cet arbre doit faire par 
minute, et dès lors aussi le nombre de coups de marteau qu'il peut frapper 
pour chacun de ses tours. Comme on ne pourra prendre qu'un entier pour le 
nombre des cames , on choisira celui qui approche le plus du quotient exact 
qu'on aura trouvé. Ces cames étant ainsi distribuées autour de l'arbre qui les 
porte , il faudra de toute nécessité que la machine prenne d'eUe-méme la vitesse 
qui convient au maximum de travail à recueillir , puisque c'est avec cette vitesse 
seule que le ticavail moteur et le travail résistant seront égaux et qu'il pourra y 
avoir stabiUté. 

lao. Revenons enfin à la seconde supposition que nous avons distinguée plus 
haut , c'est^indire k celle où la natore de l'effet è produire ne permet pas de faire 
varier, niéme dans la constriiction première, le travail résistant qu'il doit 
ériger. C'est ce qui jirriverait dans l'exemple dont nous venons de nous oc« 
cuper, si les coups de marteau devaient se succéder à un interralle de temps 
déterminé, et devaient ainsi produire dans l'unité de temps un travail résistant 
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aussi déterminé. Alors on ne peut arriver à économiser le travail moteur qu*en 
construisant les engrenages dans la machine de manière que Farbre qui porte 
les cames ayant la vitesse nécessaire au nombre de coups de marteau qu'on veut 
frapper par minute , celle de la roue hydraulique- corresponde toujours au 
maximum de travail à recueillir de la chute d*eau. Mais pour que cette dernière 
vitesse se produise , il faut que cette chute d'eau fournisse une quantité de tra- 
vail convenable dans chaque unité de temps: ce sera, pour les roues k aubes 
planes , environ trois fois celui qu exige le jeu des marteaux et les frottements 
et autres pertes depuis Tarbre de la roue à aubes; pour les roues à augets, environ 
une fois et demie Je même travail ; et pour les roues k aubes courbes , environ 
deux fois. Si donc le courant ne fournit pas assez deau dans Funité de temps, 
il ne restera d'autre moyen, pour en tirer toujours le plus de parti possible , que 
de retenir l'eau en réserve dans un bief ou dans un étang, afin que quand on la 
fait arriver sur la roue, on soit maître d'augmenter ce débouché et de faire 
couler dans l'unité de temps la quantité d'eau suffisante. Alors la courbe du 
travail moteur prendra une amplitude telle, que tîon point maximum viendra 
se mettre sur la courbe du travail résistant, au point qui est donné par la quan- 
tité de ce travail qu'on veut nécessairement obtenir. Pour varier ainsi la quantité 
d'eau qui arrive sur la roue, et par suite le travail qi|i lui est transmis avec 
une vitesse donnée , il vaudra mieux élargir le débouché de la lame d*eau que 
de l'approfondir ; sa hauteur doit être combinée 9vec la' construction de la roue , 
et il y aurait des pertes de travail k la changer. En donnant préalablement un 
surplus de largeur aux aubes ou aux augets , on peut augmenter celle de la 
lame d'eau sans qu'il en résulte des pertes en plus grande proportion que la dé- 
pensé de travail. 

Il y a des effets qui exigent des consommations variables de travail : pour le 
battage du fer , par exemple , tantôt il faut presser les coups de marteau , 
tantôt il faut les ralentir. Pour une parfaite économie de travail dans ce cas, il 
faudrait des systèmes de cames de rechange qui permissent de multiplier les 
coups de marteau sans changer la vitesse de la roue k aubes ou k augets. Alors, 
en même temps qu'on multiplierait le nombre des coups de marteau , on élar- 
girait dans la même proportion la lame d'eau l*eçue par la roue en levant des 
venteles adjacentes. Mais une pareille perfection pourrait bien devenir trop 
gênante, et l'économie de travail qu'on y trouverait ne vaudrait probablenoent 
pas la dépense qu'occasionneraient ces dispositions. C'est au reste sur quoi on ne 
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peut guère se prononcer d'une manière générale ; tout dépend des valeurs que 
les circonstances peuvent donner au travail k économiser. 

la I . Nous allons maintenant donner quelques considérations sur les moyens 
de recueillir le travail des hommes et des animaux. 

Lorsqu'on emploie les hommes comme moteur, on remarque que, suivant 
qu'ils agissent k l'aide de tels ou tels muscles, ils produisent plus ou moins de 
travail en se fatiguant également, et qu^en agissant avec les mêmes membres, 
le travail produit pour une même fatigue varie avec la rapidité du mouvement 
de ces membres et avecTeffort qu'ils ont à développer. Ainsi , à fatigue égale au 
I:out de la journée, l'homme, avec les muscles des jambes, produit plus de 
travail qu'avec ceux des bras, et , en agissant avec ses jambes, il produit le plus 
de travail possible , lorsque tes mouvements n'ont pas plus de rapidité que dans 
la marche ordinaire et que l'effort à exercer approche le plus possible de celui 
que ses muscles exercent habituellement dans la marche, c'est à-dire du poids 
de la partie supérieure du corps. Si l'homme agissait avec trop de rapidité ^ bien 
que d'une part les chemins décrits par les points qu'il pousse soient plus consi* 
dérables , la force le serait beaucoup moins : l'expérience prouve qu'il n*y a pas 
compensation et que le travail diminuerait. S'il agissait au contraire avec 
trop de lenteur , il pourrait exercer un plus grand eflbrt ; mais les chemins 
décrits diminueraient : Texpérience prouve qu'il n'y a pas non plus compen- 
sation , en sorte que le travail diminue encore. Le maximum correspond au 
travail qu'il produit pour élever son corps en marchant sur une pente douce. 
Ce travail a pour mesure le produit àe son poids par la hauteur dont il a été 
élevé. Tout appareil destiné à recueillir le plus de travail possible de l'homme, 
et à le transmettre à une machine , doit donc être disposé de manière qu'il agisse 
par les muscles de ses jambes avec une vitesse semblable à celle de la marche, 
et en exerçant l'effort qu'il produit habituellement pour élever son corps en 
marchant. Ce but est atteint à peu près en fàisaiU agir les jambes sur une roue 
qui cède et tourne, pendant que la partie supérieure du corps reste immobile. 
On pourrait encore placer chaque pied suroin appui mobile qui pût s'abaisser 
d'une petite hauteur soua la pression du pied, et qui se relevât à l'aide d*un 
volant (*) 



C) Ce moyen a été proposé par M. Frîmôt, polir faire mouvoir d«s pompo». 



— srrs — 

On tirerait encore plus de travail de rhomme en disposant une rampe ou un 
escalier où il pût s'élever pour se laisser redescendre sur un plateau mobile , où 
le poids de son corps seul agirait pendant qu'il se reposerait; mais la difficulté 
de mettre ce mode à exécution doit faire renoncer à s'en^servir ^ vu surtout qu'il 
ne produirait pas beaucoup plus que ce que l'on recueille de l'homme, en se 
servant de la roue de carrière ou du tambour. • 

La diminution de travail commence à devenir très-sensible quand, au lieu 
de se servir d'un tambour, où même de toutes les machines ordinaires pour ap- 
pliquer le travail de l'homme à l'élévation des fardeaux, on les lui fait porter 
sur ses épaules, tandis qu'il monte sur un escalier ou sur yne échelle. Cest ce 
que l'expérience prouve très-évidemment , et ce que du reste on peut pressentir, 
en remarquant que l'homme produisant, par l'élévation du poids de son propre 
corps, le plus de travail possible , il ne doit plus déjà en produire autant si ce 
poids se trouve surcharg4d'un fardeau. Si donc on ne compte pour le travail 
recueilli que celui de l'élévation du fardeau , et qu'on perde tout celui qui a été 
produit pour élever le poids du corps, à plus forte raison n'en recueillera- t-on 
qu'une bien plus petite quantité. 

133. On pourrait lier les résultats fournis par l'expérience sur le travail de 
l'homme au moyen d'une théorie empirique que je suis loin de présenter ici 
comme une explication de ces résultats , mais seulement comme un moyen de 
les faire retenir. On pourra se représenter Thomme comme produisant son efifort 
à l'aide du mouvement d'un fluide matériel qui circulé^dansses meaibres et qui 
agit sur les points qu'il pousse , à peu près comme un courant d'eau contre les 
aubes d'une roue. On supposera que la fatigue est d'autant plus grande au bout 
d'un temps donné, que ce courant a plus de vitesse ^ en sorte que pour soutenir 
son travail d'une manière continue avec un certain repos et une certaine nour- 
riture, l'homme ne pourra donner k ce courant qu'une vitesse déterminée. Il 
résulte de cette conception , i "" qu'à fatigue égale , au bout de la journée , Tefibri 
que Thomme doit exercer pour produire le plus de travail possible sur des 

points mobiles , doit être les -^ de celui qu'il pourrait continuer pendant le 

même temps sans remuer son corps ; de même que ,* dans ce cas , Vèthn d'un 

courant d'eau contre un plan mobile doit être les -^ de ce qu'il serait contre 

le même plan quand il est fixe; 2"" que le poids que l'homme peut porter pour 
produire le plus de travail , non compris l'élévation du poids de siOD corps, «st 
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égal il ce poids multiplié par 0^597 , ce qui est assez bien confirmé par les ex- 
périences de Coulomb ; 3"" enfin , que la vitesse verticale qu'il doit prendre 
dans ce cas doit étrç celle qu'il donnerait à son corps s'il Télevait seul , mul- 
tipliée par 0,47 9 ce qui est encore confirmé , à peu de chose près , par ces mêmes 
expériences. Pour arriver à ces conséquences de la théorie empirique d'où nous 
sommes partis , il faut admettre d'abord que le poids du corps est l'effort que 
l'homme doit faire pour produire le plus de travail , et ensuite que les efforts 
produits par un courant de vitesse déterminée contre un corps fixe ou mobile 
sont proportionnels au carré de la vitesse relative. En comparant l'eflort contre 
le corps et la vitesse de ce dernier pour le maximum de travail , avec l'eflort et 
la vitesse qui seraient nécessaires pour que le maximum ait lieu seulement pour 
le travail dû à l'excès d'un «flfort plus grand sur le premier , on trouve facilement 
les résultats qu'on vient de citer Q. 



(^) Voici les calculs auxquels on est conduit en assimilant ainsi le travail de rhomme qui 
élève une chaire à celui d'un courant fluide qui a une vitesse déterminée. Si l'on désigne , 
par P. f effort exercé par le courant quand il produit le Àiaximumàe travail contre un mo- 
bile dont la vitesse est V, cet effort P correspondant au poids du corps de l'homme; par P' 
le surplus d'effort quand la vitesse p du mobile est moindre que Y qui convient au maximum^ 
cet effort F représentant la charge que l'homme élève en sus du poids de son corps ; si u est 
la vitesse du courant du fluide; on aura pour l'efiort total, P-f-P'=:G(tt-7-M/; G représente 
ici un coefEcîent que l'on regarde comme constant. Gomme on a F = G(ii — t^)*— P, le tra- 
vail dû à l'élévation de ce poids F avec la vitesse Msera, dans l'unité de temps, G(tf — (^)V — Pt^. 

Pour qu'il devienne an maximum^ on doit avoir 9z= - u — \/ ( "T^^Sr ) ' '* ^^ ^*"' 

prendre que le signe moins , parce que m ne peut être plus grand que k. P n'étant autre 
chose que la valeur dé G (a — i')*, quand le travail G (u — (^)V est un maximum^ c'est-à-dire 

quand v^z V=- ; on a P= —Ga*. Mettant cette valeur dans i>., on trouve v=u — 
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(â— V/i)y ^ 0,474y. Ainsi la vitesse p de la charge pour ^e maximum de travail , en ne 
considérant que l'élévation die cette seule ^ùi^iffi , serait les 0,47 de celle que prend le corps 
de l'hommç quand il n'a rien à élever. Pour avoir la valeur de cette charge, on substituera 



Ja v«leur*«|^(2-|/"i) dans F;:*<X«— ^X— P, oequi donnera F«»Çii'(^>— ^-|^Y— I 

On tirera Cii' de l'équajtion P = — Ca% et il viendra, en substituant, F =;s-P(14.|/J)^ -] 
ou, en réd^ÎMUt, .F ^O^^IP t ainsi la cburge F Mrtit;ksOy5Kr d^ppida P lltt corps. 
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133. Lorsqu'on n'a pas pour principal but d'économiser le traTail de Vhonime, 
mais qu'on veut plutôt éviter les dépenses de construction des machines qui 
servent à transmettre ce travail pour opérer certains effets; alors, au lieu de la 
force des jambes , on emploie celle des bras : l'adresse de ces membres dispense 
des renvois de mouvement. Mais ce serait une erreur que de croire que, pour 
éviter les pertes qu'occasionne toujours la transmission nécessaire pour obtenir 
et le chemin et la force qu'exige l'effet qu'on veut produire, il vaudrait mieux 
se dispenser de ces renvois de mouvement et faire agir Thomme immédiate- 
ment. On perd presque toujours moins à transmettre le travail qu'on ne per- 
drait à faire agir l'homme d'une manière qui ne correspondit point au maxi-- 
mum de travail . c est pour cela que dans les fabrications qui se continuent 
indéfiniment, et où la dépense des machines est peu de chose en comparaison 
du produit de la fabrication , si l'on ne peut employer que des ^hommes pour 
moteur, il faut d'abord établir une première partie de la machine destinée à 
recueillir le maximum de travail; ensuite, à Taide d'une seconde partie, on 
se procurera les mouvements nécessaires à l'opération qu'on veut exécuter. Si 
un homme ne produit pas assez de travail dans un temps donné , on en mettra 
plusieurs, et, sans changer le mode d'agir de chacun d'eux, on parviendra à se 
procurer sur les outibla force et la vitesse dont on a besoin. Si l'effet à produire 
donne lieu à un travail résistant qui ne soit pas fourni uniformément, alors on 
ajoutera un volant à la machine, pour éviter-que les hommes n'agissent avec 
des forces et des vitesses trop sensiblement variables , et ne donnent pas ainsi 
le maximum de travail. 

1 34* L^s chevaux n'agissent dans les machines qu'en tirant horizontalement^ 
il ne parait pas qu'on puisse les employer d'une autre manière. Cependant il est 
assez probable qu^en élevant le poids de leur corps sur une .pente douce, ils 
produiraient plus de travail qu'en tirant; mais la difficulté de faire agir leun 
pieds sur un plan mobile , comme on le fait pour les hommes, empêche qu'on 
ne se serve de ce mode de produire du travail. Cest en les attelant à un manège 
qu'on en retire un maximum de travail. Ce maximum exige' que leur vitesse 
soit à peu près celle de la marche au pas, et que la force du tirage ait une cer- 
taine valeur qui varie suivant l'individu. On doit donc disposer le man^e de 
manière que le cheval exerce un tirage déterminé , et marche avec une vitesse 
déterminée. C'est l'expérience seule qui Esiit connaître ces éléments pour chaque 
espèce de chevaux. Pour se procurer la force et la vitesse nécessaires k l'eflfet 
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qu on a en vue y on fera usage de renvois de mouvements , en employant autant 
de chevaux que cela sera nécessaire pour qu'avec une vitesse donnée on ai^ 
aussi une force déterminée , c'est-à-dire pour qu'on obtienne un certain travail 
par seconde de temp^. 3i Teffet à produire exige une consommation de travail 
qui nçsoit pas uniforme, comme lorsqu'il s*agit (le faire mouvoir un marteau, 
alors on fait usage du volant pour éviter que le .cheval n*exerce un effort et une 
vitesse trop sensiblement variables, et ne donne pas alors son maximum de 
travail. 

Les hommes et les animaux étant aujourd'hui des moteurs Vkn plus chers 
que la vapeur, on pe les emploie plus pour tout cç qui deniande un travail très- 
continu et assez considérable; mais ils sont toujours utiles lorsque le travail ne 
doit étre.fourni que pendapt un temps limité, ou bien par intervalles, ou lorsque 
le peu de travail dont on a besoin ne vaut pas les frais d'établissement des mo- 
teurs à vapeur^ 

1 25. D'après un tableau donné par Na vier dans ses Notes sur Bélidbr, rhomme> 
dans une journée, en élevant le poids de son corps seulement, produit 280 des 
unités que nous appelons dynamodes; lorsqu'il agit sur une roue de carrière, 
25 1 ; sur un cabestan en se servant de ses bras, 207; sur une manivelle, 172. 
Toutes ces quantités supposent les vitesses les plus favorables au travail ; elles 
sont de o",6o à o",75 pour les bras , et pour les jambes dé o",i5, cette dernière 
vitesse étant mesurée verticalement. 

Suivant le même tableau de Navier , un cheval ordinaire, en prenant la vitesse 
la plus favorable au travail, qui est à peu près de o",go par seconde , produit 
dans la journée de 8 heures^ un travail de 1 166 dynamodes* 

Les Anglaia , qui ont de forts chevaux , portent aujourd'hui , dans l'estimation 
des machines à vapeur, le travail d'une journée de 8 heures à environ 2190 
dynaraod^s. Le cheval de machine ft vapeur étant supposé travailler 24 heures, 
c'est-à-dire, valant trois chevaux travaillant chacun 8 heures, représente 4onc, 
suivant les mesures anglaises, un produit de 6^70 dyn^imodes par jour , ou de 
o'',o76 par seconde. Comme pkisieurs mécanicien^ français commencent b s'en*- 
tendre pour fixer ce qu'ils appelletitybrce d'un che^ au produit de 0^,076 
par seconde , il est b désirer qu'on s'arrête ii ce nombre , qur est assez près des 
mesures anglaises pour en être regai^dé comme ta tradu'ctibii en unités métriques. 
Ainsi , il serait entendu , qu'en livrant U force dun cheual, on met k l|fi diapo^ 

36 
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sitioo du febricant un trsrvail par seconde 'àe 75 kilogninmes élevés h ua 
mètre (*). 

1 96. Nous niions donner maintenant , pour Femploi de la vapeur comme 
motepr, (quelques considérations qui ressoctent de la théorie. Si elles ne 
donnent pa$ des résultats .positifs | elles auront toujours l'avantage de montrer 
de coml)ien d'éléments divers dépend le travail qu'on en recueille, et d'ap- 
prendre à mettre beaucoup de réserve avant de prononcer auquel de ces élé- 
ments on doit un accroissement dans les effets produits par une machine à 
vapeur. 

Les machines destinées h recueillir le travail de la vapeur sont composées 
ordinairement , comme on sait , de la chaudière , du cylindre et de son piston , 
du balancier y et du volant destiné à régulariser le mouvement. Cest de l'arbre 
de ce volant qu'on transmet ce travail à la machine destinée à la fiibrication 
qu'on a en vue, comme on le fait de l'arbre d'une roue hydraulique. En suivant 
L'analogie entre ces machines destinées l'une et l'autre à recueillir le travail y 
nous «miaulerons la dépense de charbon dans le foyer , à la dépense d'eau , et le 
travail que pourrait produire toute la chaleur dégagée , au travail de la chute, 
c'est-à-dire au produit de la quantité d'eau par la hauteur totale dont elle 
descend. De même qM'on apprécie la roue hydraulique , en comparant le travail 
qu'elle peut transmettre, au travail total de la chute d'eau, on devrait apprécier 
également la machine à vapeur en comparan^t le travail que peut transmettre 
l'arbre du volant, k celui que produirait toute la chaleur dépensée. Mais comme 
ce maximum n'est pas encore bien fixé dans l'état actuel de la Physique , que 
d'ailleurs il parait qu'il dépend de la température à laqueHe on forme la vapeur, 
et qu'il ne reste pas proportionnel à la quantité de charbon brûlé, c'est dans la 
pratique h cette dernière quantité que l'on compare le travail recueilli. La nature 



C) Si Ton voûtait introduire le travait de ta journée d'un homme comme unité de compa- 
raison , il serait aaaei convenaUe d'adopter potir le ppôduit moyen le oorafbM ée 5ti$ dyntL- 
modes, qai est à peu près œ qu'il favniît an agissaot pour tirer pa pour pousser Jiorisoiita- 
lemeqt : le travail d'une joaraéed'hQaime serait alors eiactenunt le 3Q* de ce qu'on adopte 
aujourd'hui pour le produit, par jour, du cheval de machine à vapeur. En admettant que 
l'homme jne travaille que pendant 8 heures, son produit par seconde, Murant ce temps, • 
serait le 10* du produit du cheval de machine, et pourrait élever ainsi à un miitrè un poids 
de T«S^tf/ 
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. du charbon étant trèa-variable» puitiquil y eo a qui fo^uraîAprefiqa im iîers de 
chaleur de plus qu'un autre » il aérait plua «xactde toui apporter \ «me quaiH 
tité de chaleur déterminée; mais on n'en est pas encore Tenu là, soit que, 
d'une part» cet élément manque d'une unité facile à énoncer, soit que même 
.on ne sache pas encore assez bien queHe quantité de chaleur on produit avec 
les divers charbons qu'on emploie. En attendant «que de nouvelles recherches 
expérimentales permettent de mettre plus de précision dans les énoncés» on se 
contente donc de comparer le travail recueilli au poids du charbop brûlé, en 
distinguant assez vaguement les diverses qualités de ce charbon. 

127. De même qu'il y a toujours datt la réalité, pour les chutes d^eau , une 
portion du liquide qui ne vient paé j^Bser par les augois ou contre les aubes 00 
palettes , il peut y avoii^ autei , pour les foyers des mackines èi Valeur » lorsqu'ils 
sont mal construits, une portion sensible du courant de chaleur qui ne passe pas 
contre les parois de la chaudière. Il faut chercher d^abord à diminuer cette 
quantité autant que possible, par la construction du foyer, ce qui est toujours 
assez facile, en plaçant celui-ci presque dans la chaudière, et en forçant ainsi le 
courant de chaleur à la traverser , comme on force le courant d'eau à passer par 
les augets ou les aubes d'une roue. Mais de même que l'eau , après avoir passé par 
les aubes, peut n'avoir transmis que trèa^^peu de travail ^ k courant de chaleur 
qui est emmené par le courant d*air qui entretient le foyer peut communiquer 
trop peu de calorique à la chaudière, et en conserver une grande partie en la 
quittant* On a bien la ressource d'allonger le circuit du courant de dialeur en 
contact avec la chaudière, par une construction eonvenable; mais la machine 
une fois établie , la perte , à la sortie de ce circuit , peut encore devenir plus ou 
moins grande, suivant la température que. la vitesse du piston etittmtîent dans 
feau de la chaudière» C'est aibai que , pourune roue il palettes ou k aubeâ^ après 
[avoir construite de la manière la plus convenable, il faut encore lui donner 
une vitesse telle, que le travail transmis dans l'intérieur de la machine, dédue^ 
tion faite des pertes par les frottements, soit le plus gnpd possible. On aperçoit 
donc ici , pour les machines à vapeur, une dnieatioo analogue à eelle dont noUs 
nous sommes occupés pour les roues hydraulIqueB : quelle vitesse 6ut-il donner 
au piston ou au volant, e'est-à-dire avec quelle capidité'foutf-il laisser ae d^^er 
la vapeur , pour qtie 9 dana un temps donné , on retire dl'ua foyer détmininé le 
plus de travail possible de Tarbre dû volant? Quoiqu'on ne puisse pas obtenir 
par la théorie la solution de cettie qoestkMl, il sera toi^oura bon de faire sentir 
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que le maximum enitlêy et de montrer les éléments qui font croitre et décroître 
le travail qu'on recueille par kilogramme de charbon brûlé. 

Remarquons d abotd que la température de la vapeur pour une même machine 
et pour un foyer d^dne n^éme intensité de chaleur, dépend de la vitesse du 
piston. Car^ si Ton pouvait supposer que cette température de la vapeur qui se- 
forme ne changeât pbs tjuànd la vitesse du piston augniente, le poids de vapeur 
dépensé dans Tunité de temps étant plus grapd quand les coups de piston sont 
plus précipités, la çhalcfùr sortie de la chaudière, qui est proportionnelle à ce 
poids de vapeur, deviendrait ausisi plus grande ; dès lors, comme nous supposons 
que la combustion reste dana le même état, Teau de la chaudière ne pourrait 
pas se conserver. i la même température comme on le suppose, puisqu elle dé- 
penserait plus de chaleur dans le même temps et qu'elle n'en recevrait pas da- 
vantage : il faut donc que cette température s'abaisse quand le piston marche 
plus rapidement. Ainsi , la question de |a vitesse à donner au piston revient à 
celle de la température qu'il convient de laisser prendre à la vapeur pour un 
certain degré d'activité de Ja combustion. 

Le travail qu'on recueille pour chaque kilogramme d'eau vaporisée peut se 
représenter par trois termes: i* le maximum théorique que peut fournir la 
vapeur si elle ne perdait point de chaleur avant la condensation ; 2*" la déduction 
qu'il faut faire pour les pertes de chaleur; 3* le travail perdu par le frottement 
du piston. Ces termes dépendant de la température 9» de la formation de la 
vapeur , nous lés désignerons par F (9o) • ^ (Oo)* et cf (9«); en sorte que le travail 
qu'on pourra recueillir d'un kilogramme de vapeur sera représenté par 

F(9.)-^(9«)-,(9o). 

Si nous désignons par N le nombre de kilogrammes d'eau vaporisée par un 
foyer d'une intensité de chaleur déterminée, pendant qu'on dépense nn kilo- 
gramme de chai-bon , ce qui répond à un temps donné , le travail total recueilli* 
de l'arbre du volant de la machine, pendant ce temps, sera représenté par 

»|F(9.)-«K9.)-«f(9o)}- 
La quantité N de kilograniimes d'eau vaporisée dans un temps donné étant 

proportionnelle à la quantité de chaleur qui passe du foyer dans la chaudière, 

ce facteur N , pour un même foyer, variera avec la température'9o de l'eau dans 

Itf ^chaudière. On sait; en effet, que plus est; élevée la températune d'un corps 

mis en présence d'un foyer, moins il prend de chaleur dans un temps donné. 

Cette vérité physique devient tout à fait sensible ici , en remarquant que, dans 
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le cas où la chaudière serait fermée, la température atteindrait uo maximum , 
et que Teau ne prendrait plus de chaleur du tout; il faut donc que la tempéra- 
ture soit inférieure à ce maximum , pour qu'il y ait de la chaleur employée à 
former de la vapeur ; le facteur N serait nul pour une certaine valeur de d» qu'on 
n'obtiendrait qu'en fermant tout à fait la chaudière , et il sera d'autant plus petit 
que 9. sera moins en dessous de cette limite. • 

Examinons maintenant comment varie aussi avec la température 6» le second 
facteur F(0o) — ^K^o)— 9(80) , qui, dans l'expression du travail total , représente 
celui qu'on recuqille pour chaque kilogramme de vapeur formée. Supposons 
d'abord qu'on ne se serve pas de l'expansion. Nous avons donné à l'article 80 la 
quantité de travail que produiraient dans ce cas 10 kilogrammes de vapeur s'il 
n'y avait point de pertes de chaleur. Suivant qu'on admettra la loi de Southern 
ou celle de la dilatation des gaz, le premier terme F(9o), qui représente le 
travail théorique pour un kilogramme seulement , sera donné par l'une ou 
l'autre de ces équations, 

F(0,) = 17,54(1-^^ ou F^eo)= 12,76(1 +0,003756j(| -i'I 

Ces deux expressions décroissent évidemment avec A» et conséquemment avec 6.; 
elles deviendraient nulles pour /ro=/r,. 

Si l'on suppose maintenant qu'on se serve de l'expansion jusqu'à un volume 
déterminé v\ ainsi que cela arrive dans les machines à cause de la hauteur li- 
mitée de la course du piston , on aura , d'après la formule que nous avons donnée 
au même article 80, 

Soit que l'on suppose avec Southern que la force élastique soit en raison inverse 
du volume^ ou qu'on admette la loi de dilatation des gaz, on a pour la première 

hypothèse, h'=: — yet pour la seconde, h <— *; car la température allant 

en diminuant pendant l'expansion, le produit hv ne peut être que plus petit 
que h^v^ , qui correspond à la formation de la vapeur. On aura donc 



F(6.)=ou<V.jlogO + l-^}. 
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L'expansion ne se poussant que jusqu'à un volume (^ qui est dans un rapport 
>nné n 
devient 



donné n avec le volume de formation t^^ , on aura — = >i , et cette formule 



F(ej= ou <Mo jlog{n) + *~'»^}- 



Le produit h^i^^ ne pouvant point croître quand h. diminuera , le second " 
membre de cette inégalité devient nul quand on a 



*• = *. 



i -HlOf (I») 



Ainsi, le travail théorique F (9.) deviendra nul aussi pour une valeur encore 
moindre de Ao» et conséquemment de 6« qui décroît avec h^. 

Maintenant si Ion considère , non plus le travail théorique F (60) , mais le 
travail réellement disponible que nous avons exprimé par F (9o)— 4^(80) — ç(9o), 
il est clair qu'il deviendra nul pour une valeur encore moindre de 9o- En effet, 
les pertes (^ (9o) dues aux frottements augmenteront nécessairement quand 9o 
diminuera ; car le même poida de vapeur fournissant plus de coups de piston 
quand la vapeur se forme à une température plus basse, et le frottalsment étant 
à très-peu près le même pour chaque coup de piston , le travail résistant produit 
pendant que ce n^ôme poids de vapeur se dépense ira en augmentant. Quant au 
terme \{f(9«), qui représente la diminution qui est due aux pertes de chaleur, de 
quelque manière qu'il varie , quand même il serait moindre à des températures 
plus basses, il ne peut que faire décroître le travail , qui n'en deviendra nul que 
plus tôt encore que si ces pertes n'existaient pas. On ne peut donc se refuser à 
reconnaître que le travail recueilli par kilogramme de vapeur finira par décroître 
assez rapidement avec la température de formation. 

Ainsi le travail total qui est recueilli dans un teioips donné deviendra irès- 
petit pour deux valeurs extrêmes de la température Q^, d'abord à cause du peu 
de vapeur produite quand cette température est trop élevée , et ensuite à cause 
du peu de travail recueilli avec une quantité donnée de vapeur , quand cette 
même température devient trop basse. On conçoit donc comment il doit y avoir 
un maximum pour une certaine température intermédiaire. 

Si ce n'est plus avec un foyer d'ime intensité déterminée qu'on veut produire 
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(lu irdvail , mais en formant de la Tapeur à une lempérature et une pression 
donnée, «lors H <nt elaîr ^e c'est la température de la combustion qu'il faudra 
porter aaseshaot pop? obcéiiir le maximum de trataîl par kilogramme de char- 
bon brûlé. 

128. Si Ton prend pour abscisse d'une courbe la vitesse moyenne du piston ou 
celle du volant d'une machine à vapeur , et pour ordonnée le travail moteur 
que peut produire cette machine dans Funité de temps sur larbre du volant y 
cette courbe, partant de f origine des abscisses, s'élèvera, puis s'abaissera pour 
revenir recouper Taxe à une certaine distance. Cette fbnne de courbe étant sem- 
blable Il celle que bous avons considérée pour le travail recueilli dans funité de 
temps par les roues hydrauliques , on prouverait , comme nous l'avons fait pour 
ces roues , que la vitesse du volant oscille autour de celle qui est telle que le tra- 
vail motenr est égal an travail résistant pour chaque pérH>de de mouvement , ou 
potrr une unité de temps qui comprend plusieurs dé ces périodes. Cette stabilité 
autour d'une certaine vitesse résulte, comme on Ta vu à Farticle 1 18, de ce 
que le travail moteur produit dans l'unité de temps , aux environa de la vitesse 
qui donne cette égalité , croît moins rapidement avec la vitesse que le travail ré- 
sistant. £n se reportant à ce que nous avOn^dît pour ^a roue^ hydrauliques, on 
verra comment, connaissaiil une foia par expérienoa le maximum de travail 
qu^on peut recueillir d'un certain £oyer « cm pourra a'j prendre dans les différents 
cas pour que le piston prenne la vitesse qui convient à ce maximum ; il suffira de 
raisonner sur la vitesse du volant absolument comme nous l'avons fait sur celle de 
la roue. . _ 

Tant que les expériences manqueront pour évaluer à priori le travail moteur 
maximum que peut transmettre l'arbre du volant d'une maeUne ii vapeur , on 
ne sera jamais sûr, pu de £»re marcher la machine a,v€^ une vitesse convenable, 
ou de donner au foyer ractivilé qui convient à la vitesse qu'on veut avoir, et 
Ton brûlera -souveijijt jpluade charixm qu'il ne le fimdrait. C'est ainsi que, dans 
remploi des chutes d'eau par les roues à aiibe^, on dépense plus d'eau pour pro- 
duire un certain e&t quand on ne dispose pas les choses de manière que la 
roue prenne la vitesse convenable, ou de manière que la vitesse du courant soit 
celle qui convient à la vitesse qu'on veuft donner à la roue. 

1 39. Les expériences sur le maximum de travail à retirer d'un foyer ofl&ent 
beauGOi^ de difficultés ; il en faudrait faire, aoû^^seulement pour diverses tem- 
pératures, maîsaufisi pour chaque espèce de itia<dûue emploryée pour recueillir 
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ce travail « puisque les frottements et d'autres genres de pertes influent sur le 
point qui convient au maximum. Jusqu'à ce qu'on ak de» obserYatîons de ce 
genre, voicf un aperçu d'après lequel on pourra conclure approximativement la 
vitesse du piston et le travail à recueillir, quand on saura toutefois la température 
à laquelle on doit former la vapeur. 

Quelques auteurs portent la quantité de chaleur employée pour les dispositions 
les plus favorables à 0,60 de la chaleur totale , dans le cas où^on forme la visipeur 
à des pressions qui ne dépassent guère trois ou quatre atmosphères. Le facteur N 
de Tarticle 137, qui représente le nombre de litres deau vaporisée par kilo- 
gramme de charbon , serait alors égal à 6. Quel que soit ce nombre N , une fois 
qu'on le conpaitrai on pourra en déduire approxiaiativement le volume de la 
vapeur formée à upe température 9« pour chaque kilc^ramme de charbon con- 
sommé. Si (^o et h^ désignent toujours le volume et la pression de cette vapeur, 
OD trouvera^ suivant qu'on adoptera la loi de Southern ou celle de la dilatation 
des gaz (article 80), 

Vo = i7,544N 00' bien hji^^ = 1 2,759 (I + 0,00375ej N ; 

et comme, d'après la formule d'interpolation donnée à l'article cité, On a 
/ro = 6,03782 (i + 0^0167890)''^, on en conclura deux limites eùtre lesquelles 
on prendra approximativement le volume \^. qui est dû à la première formation 
de la vapeur produite par chaque kilogramme de combustible dépensé. Connais- 
sant le poids de charbon qu'on voudra brûler pkr jour; on en déduira donc 
facilement le nombre dç coups de piston et la vitesse du volant. Pour qu'elle se 
consei*ve telle , il faudra disposer les choses de maiiière que lorsqu'elle se pro- 
duit le travaij résistant sur ce Volant soit bien ^1 au travail moteur qu'il 
reçoit. Ainsi , quand on forme de h -vapeur à des pressions qui ne sont pas trop 
élevées, on prendra les six dixièmes du travail. qu'on obtiendrait de l'emploi de 
toute là chaleur dégagée par la quantité de charbon brûlé dans le foyer dans un 
temps'donné, par exemple, dans une seconde; o» aura ainsi celui qui- est 
produit sur le piston : on tiendra compte du frottement et des autres pertes, 
que l'on porte assez généralement au tiers de cette dernière quantité, et ce qui 
restera donnera le travail résistant qui devra se produire sur l'arbre du volant, 
quand sa vitesse sera celle qui convient au maximum. 

£n partant de ces données et des résultats les moins élevés de l'article 80, on 
trouverait que si Ton brûlait un kilogramme de houille dans uh certain temps , il 
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faudrait I quand la vapeur est formée à une atmosphère, que le travail résistant 
sur Tarbre du volant fût pour le même temps de 65 dynamodes si Ton ne se 
sert pas de l'expansion de la vapeur , et de 170 de ces unités si Ton se sert de 
l'expansion. 

Si l'on admet qu'à 8 atmosphères on utilise de même les six dixièmes de la 
chaleur to.tale, et que les frottements n'absorbent toujours que le tiers du tra- 
vail produit sur le piston, en partant du résultat de l^article 80 qui porterait à 
208 dynamodes le travail dû à toute la chaleur sans profiter de l'expansion de 
la vapeur, et à 8^5 dynamodes quand on emploie l'expansion, on trouverait 
qu'on peut recueillir de l'arbre du volant , dans le premier cas , 83 dynamodes par 
kilogramme de charbon brûlé, et dans le second cas, 33o. Ce dernier résultat 
excède encore beaucoup ce qu'on produit généralement aujourd'hui dans les 
machines à haute pression , où l'on profite de l'expansion de la vapeur. 

i3o. D'après ce qui est cité dans un Mémoire publié par M. Combes , àigé- 
nieur, dans les Annales des Mines , année i8a4> Y^^^^ ^^ m^^ donnent pour 
l'efiet utile, déduction faite de toutes pertes, les machines établies en France : 
celles des mines d'Anzin, près de Valenciennes, construites dans le système de 
Woolf y à 3 ou 4 atmosphères, produisent par kilogramme de chariix>n9et sui- 
vant la qualité dp ce combustible , de aa à 32 dynamodes; les meilleures ma- 
chines à haute pression et à ei^pansion produisent environ 1 15 de ces unités pour 
le même poids de charbon. 

M* Tredgold admettant dans l'évaluation du produit des mines de Comouaitles 
qq'en calculapt Feau élevée par les courses des pistons, on n'a guère plus que 
le travail qui serait transmis par le balancier, porte ce produit de 137 h 170 
dynamodes par kilogramme de charbon. Ces résultats paraîtront bien forts pour 
des machines où la vapeur ne s'emploie pas k une très-haute pressiqp. Néan- 
moins , nous remarquerons qu'en supposapt qu'il fût possible d'employer toute 
la chaleur de la combustion pour former la vapeur à trois atmosphères , si l'on 
fait usage de la dilatation jusqu'à une pression correspondante à 4o^y et si l'on 
emploie de bon charbon qui vaporise la litres d'eau par kilogramme, on 
obtiendra , suii^ant nptre théorie , 753 dynamodes par kilogramme de charbon. 
Ccmime d'aillem's il est possible qu'on ne perde que les quatre dixièmes de la cha- 
leur produite, et qu'il n'y ait qn'un tiers du travail qui soit absorbé en frottement 
depuis le piston jusqu'à l'eau à élever , on pourrait obtciniF pour cette élévation 
d'eau jusqu'à 3oi dynamodes, 

87 
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La qualité du combustible a une grande influence sur ces résultats: il y a 
telle nature de houille qui dégage presque un tiers de chaleur de plus qu une 
autre , en sorte que les produits des machines ne sont réellement comparables 
que lorsqu'on se sert du même charbon. 

S'il s'agissait de constater une amélioration dans la construction d'une ma-* 
chine à vapeur , il faudrait prendre garde de ne pas confondre un aogx>issement 
de travail qui peut être dû k la qualité du charbon , avec celui qui tiendrait à la 
construction des cylindres et des systèmes de renvois de mouvement. On ne doit 
pas perdre de vue , dans ce genre d'examen , que la construction du foyer et de 
la chaudière I la manière de conduire le feu , peuvent entrer pour beaucoup dans 
ntie éoononode de travail ; et surtout , que quand la température de ta chau- 
dière sera dans un rapport convenable avec celle du foyer ^ et que par suite la 
vitesse du piston , ou celle du volant , ne sera ni trop grande ni trop petite , 
il pourra en résulter aussi des accroissements dans le produit du travail par. kilo* 
gramme de charbon brûlé. On conçoit donc combien il faut mettre de réserve 
avant de prononcer sur les avantages qui peuvent résulter de la seule disposi- 
tion des renvois de mouvement. 

1 3i . Il nous reste à dire quelque chose sur les moyens de recueillir le travail 
des courants d'air. On sait que les machines destinées à cet objet sont des roues 
garnies d'aiies ; elles recueillent le travail à peu près comme les roues à aubes qui 
reçoivent celui d'un courant d'eau. 

La quantité d'air en mouvement étant indéfinie , on en retirerait un travail 
aussi grand qu'on voudrait en augmentant les dimensions des ailes, si les frais 
de construction et d'entretien, des machines ne mettaient pas une limite au 
profit qu'on peut y trouve^. L'emplacement nécessaire pour présenter au vent 
beaucoup d'ailes à la foid , la fragilité de celles-ci lors des ouragans , le peu 
de constance des vents, qui ne régnent un peu régulièrement que dans des 
lieux élevés éloignés des habitations; toutes ces circonstances sont autant de 
causes qui empêchent de tirer un grand parti des courants d'air , quoique 
théoriquement ce moteur nous offre une quantité de travail presque indéfinie. 

H y a cette différence entre les courants d'air et les coursmts d'eao , que ces 
derniers étant presque toujours limités lorsqu'on les reçoit à leur sortie d'une 
retenue ou d'un barrage , on ne peut pas augmenter le travail qu'on en retire en 
augmentant les dimensions des aubes , tandis qu'on peut toujours le faire pour 
le vent: aussi ne met-on pas ordinairement un graïMi intérêt à construire les 
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ailes de manière h satisfaire rigoureusement à la condition de retirer le plus de 
travail possible d'un côurani; d'air d'une section déterminée ; on se borne à cher- 
cher quelles sont les dispositions qui , sans rien coûter de plus en construction , 
sont les plus favorables. Sous ce rapport, il y en a qui sont indiquées par l'ex- 
périence et par la théorie , et qu'on adopte effectivement. 

Nous allons examiner quelle est la disposition à donner aux ailes d'un moulin 
à vent, d'une longueur et d*une laideur données, pour qu'elles recueillent le 
plus de travail possible. Eûler s'est occupé de cette question dans un Mémoire 
inséré dans le Recueil de Berlin ; mais comme il est parti de formules établies 
presque d'une manière empirique, et qu'en outre il n'a pas poussé ses calculs 
jusqu'aux applicatioiis , il nous a paru convenable de reprendre ici cette question , 
en nous appuyant sur la formule que nous avons donnée (article loo). Si les 
hypothèses qu'il faut faire pour l'appliquer aux ailes d!un n^pulin à vent ne sont 
pas complètement admissibles , cependant , comme elles donnent des résultats 
assez bien confirmés par l'expérience , l'analyse à laquelle elles conduisent n'est 
pas tout à fait indigne d'attention. Au reste , on pourra si l'on veut ne pas s'arrêter 
à ces calculs et se contenter de prendre comme des données d'observation les 
dispositions fournies par la théorie , puisqu'elles sont toutes d'accord avec celles 
que l'expérience a fait adopter. 

Comme il n'en coûte pas plus de donner aux ailes des moulins à vent la forme 
d'une surface gauche que t^elle d'une surface plane, puisque l'on peut incliner 
différemment les traverses qui sont adaptées aux volants ou rayons qui forment 
l'axe de chaque aile, on doit chercher comment il convient de varier les diffé* 
rentes inclinaisons de ces traverses à mesure qu'on s'éloigne de l'axe de rotation. 
Nous supposerons donc à l'aile la forme d'une surface gauche quelconque. Si 
Ton concevait des plans isolés au lieu des éléments de cette surface, on trouverait 
que leurs inclinaisons doivent assez peu varier entre les deux extrémités de l'aile ; 
il en résulte que la surface gauche inconnue ne doit pas être très- Courbe. Nous 
ferons donc l'hypothèse que , quelle que sôit la forme qu'on doive donner à l'aile, 
on>peut partager sa surface en éléments qu'on pourra regarder comme des plans 
diversement inclinés. En outre, comme chacun de ces éléments plans doit 
passer par le volant ou axe de l'aile qui est toujours dans le plan de rotation 
perpendiculaire au vent , on pourra prendre pour l'angle que l'élément fait avec 
le vent celui d'une génératrice avec l'axe de rotation ; ainsi 9 l'aile se trouvera 
décomposée en éléments sensiblement plans, qui feront avec le vent des angles 
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variables : ces angles seront ceux de chaque génératrice avec Taxe de rotation , 
c'est-à-dire avec Tarbre qui porte les ailes. ' 

Remarquons maintenant que, bien que la formule de l'article loo sur la pres- 
sion que le vent produit contre un plan ne puisse pas du tout «'appliquer , en ce 
qui concerne la pression du côté du vent^ à des éléments de surface très-petits 
dans les deux sens, ni même à des éléments très- étroits dan^ un sens , mais qui 
seraient seulement isolés , on peut cependant l'appliquer sans trop grande erreur 
aux éléments que nous considérons. En effet , la condition de l'exactitude de la 
formule sur la pression du côté du vent , est que les filels fluides interceptés 
dans le courant d'air par la présence du plan se dévient tous jusqu'à devenir 
parallèles au plan. Or 9 ici, à cVuse de la longueur de l'aile , ou conçoit qu'à l'ex- 
ception de ce qui est très-près des extrémités, les déviations se feront dans la 
direction de la ligne la plus courte qui est sensiblement la génératrice transver- 
sale, à peu près co£me si le courant d'air se divisait par tranches perpendicu- 
laires au rayon ou axe de l'aile, et que les filets ne pussent sortir de ces tranches. 
Dans ce cas, il n'y a plus d'autres inexactitudes dans la formule que celle qui 
résulte de ce qui arrive aux deux extrémités de la laideur de l'aile , où les dévia- 
tions^ ne sont plus ce qu'on les suppose. Mais les ailes étant déjà assez larges , il 
arrive que cette cause d'erreur n'est pas très-sensible. Quant à la diminution de 
pression sur le revers de l'aile, si l'on se reporte à ce que nous avons dit pour la 
trouver , on verra qu'il n'y a pas de raison pour ne pas l'appliquer avec une grande 
approximation aux éléments transversaux de l'aile. 

En supposant donc que le vent souffle dans la direction de l'axe de rotation 
des ailes, les éléments de celles-ci auront des vitesses perpendiculaires à celle du 
vent , et nous devrons appliquer à chacun d'eux la formule de l'article 1 00 , pour 
le cas où le plan se meut perpendiculairement à la direction du vent. Si nous dé- 
signons par a l'angle qu'un des éléments fait avec la direction du vent , ou avec ^ 
Taxe de rotation, par r sa distance à cet axe, et par o) la vitesse angulaire com- 
mune à tous les éléments, la vitesse ^ de chacun sera représentée par ci>r. Si l'on 
désigne par / la largeur de l'aile, qui sera la longueur de l'élément, la super- 
ficie de celui-ci sera Idr, Ainsi , en représentant toujours par tr le poids de l'unité 
de volume de l'air, le travail que recevra cet élément dans l'unité de temps, 
pour une vitesse du vent représentée par u, sera 

•- — ar (tt SI n 3c — b>r ces a) orcos 01. 
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Il faut faire attention que cette formule ne s'applique au travail reçu par Télé* 
ment qu'autant que le vent le rencontre par-desaus, c'e6t-à-<lire qu*autant que 
us\n a — V cos a est positif; mais il arrive que cette condition est satisfaite pour 
les résultats que nous trouverons. 

Si nou» faisons la somme de ces quantités de travail pour tous les éléments 
d'une aile , en conmiençant à la distance r» de Taxe , et en finissant à la dis- 
tance r. , et si nous prenons le quadruple du résultat pour avoir tout de suite le 
travail sur les quatre ailes , nous aurons 
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Ce n'est pas tout à fait ce travail qu'il s'agit de rendre un maximum , c'est 
celui dont on peut réellement disposer pour l'employer à un effet utile; en sorte 
qu'il faudrait en retrancher au moins la portion que fait perdre le frottement de 
Tarbre dans les coussinets. Or , d'après les expériences de Coulomb , ce frotte- 
ment ne varie pas beaucoup avec la vitesse de rotation , il ne dépend guère que 
des pressions. Gomme la partie variable de celles-ci est insensible devant le 
poids de l'arbre et de ses ailes , on peut supposer que le frottement est 
constant; en sorte que le travail qu'il fait perdre. dans l'unité de temps peut 
être regardé comme proportionnel aux arcs parcourus par les points frottants, 
et par conséquent aussi à la vitesse de rotation à Tunité de distance , c^est-à- 
dire à co. On pourra donc représenter ce travail perdu par^. L'expression 
du travail qu'on peut recueillir de l'arbre qui porte les ailes deviendra ainsi 

-5— I (a siD a — o»r cos a)' *»r COS ddr — /«. 

Pour rendre ce travail un maximum , on peut faire varier la dépendance 
qu'il j a entre a et r, et en outre la valeur de (ù, l^e maximum absolu par rap- 
port à ces deux éléments devant entraîner le maximum relfitif quand l'un des 
deux ne change pas , il faudra d'abord satisfaire à la condition relative h la fonc- 
tion inconnue de a en r sans &ire varier a». Pour cette première partie de la 
question , le termeyô) n'entre pour rien dans le calcul. 

Soit par les principes du calcul des variations , soit par les considérations 
géométriques ordinaires , on verra que pour que l'intégrale devienne la plus 
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grande possible , il faut que diaciiB de ses éléments soit un maxùnum par rapport 
à m. En désignant |>oiirabr^er par Y la fonction à intégrer , la quanlUé à rendre 
un maximum étant exprimée par 






on devra avoir pour chaque valeur de r 

Exécutant cette diflërentiation , et remarquant que la valeur de a qu'on tire- 
rait du fieicteur commun ttr(£tsîaa — c»rcosc) ne correspond pas au 
maximum du travail, puisqu'elle le rendrait nul^^ on obtient en ôtant ce fac- 
teur 

2 (aoosflt + MTsina) —(usina— <ArcQsa)^r8ina=0, 

ou 

«(tangua— a) = 8«rlang»; 

d'où Ton tire 



'-«•=ï+v/{(r)"H- 



Telle est donc déjà la relation entre « et r. On ne doit prendre ici que la 
valeur positive du radical , parce que Fautre valeur rendrait tang a négative , 
et qu'alors le vent prenant l'aile par derrière , le travail ne serait plus moteur. 

Pour acbever de satisfaire aux conditions du maximum relativement à la 
valeur de co , il faudrait substituer dans l'expression du travail la valeur de a en r 
résultant de l'équation que nous venons de trouver; on exécuterait l'intégra- 
tion y et Ton réduirait ainsi f expression 2i ne plus contenir que (ù, pour %aler 
ensuite à zéro sa dérivée par rapport à cette variable. On peut simplifier 
ces calculs en remarquant que cette condition du maximum peut être repré- 
sentée par 

la différentiation étant faite ici à la fois par rapport à la variable oa qui parait ex- 
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pbciteœent et par rapport à cette même variable qui sera introduite par la m- 
leur de a en r que nous venons de trouver. Si Ton désigne par -^ la dérivée 
partielle de Y prise par rapport k la lettre esLpUeite od , sans que celle^i varie dans 
la valeur de a, on aura pour la dérivée totale (-^j qui entre dans l'équation 
précédente y la valeur 






Or y comme en vertu de la première condition qui a déterminé la relation entre 
a et r, on a -r- = o^ Téqûation ci-dessus se réduità 

Ainsi la condition du maximum devient 



6^/ r'dV^ ' ^ 



En développant ^, et y introduisant les simplifications que donne la relation 
déjà trouvée en r et a , on obtient > > ^ / 

Il faudrait mettre ici pour a sa valeur en r et (ù) après «voir intégré , on aurait 
Féquïition qui déterniinèrldt &>• Or , il sera plus siiôiplë'He mettre r et dr^ en a > 
da et (d 9 et ensuite d*inti$g^r par rapport à a , en mettant alors pour les limites 
dé Cette' variable, qt^e ûOM représenterons par ao et a<, les valeurs, données par 
les équations ' ^ 



«. I 
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En mettant donc pour reidr\eè valeurs tirées de la relation trouvée précédem- 
ment , laquelle donne 

— JL ( ^ -"8cos*tt \ 
'^~8ii \sinacos«/' 

3w\BiB*aOM* a/ 

on obtient * 

» K»to« /•■. (i — 8 cos* g) (!+«>«'«') 



'^-/=o. 



Si Ton représente par 9 (a) Tinl^^ralé indéfinie à exécuter en a, on trouve par 
les méthodes connues 

Scos'a — 3oos« 1, ,^ 1 , 
en sorte qu'on aura pour la condition du maximt^m 

ou bien 

^ Cette équation , dans laquelle a» et «, sont des fonctions déjà compliquées en « , 
le devient elle-même beaucoup trop pour qu'on puisse la résoudre par rapport 
à cette inconnue. Mais pour discyter les résultats admis par expérience^ il suf^ 
fira d'y fiiire des substitutions successives pour différentes valeurs de la vitesse 
angulaire « : de cette manière nous trouverons entre quels nombres sont com- 
prises les racines* Une fois que nous aurons ain£|i approximativement la valeur 
de Ci pour chaque vitesse du vent^ nous en déduirons la forme des aies pour 

chacune de ces vitesses par la formule Ung a == jj^ + \/ \ (5T ) + *| • 

1 33. Pour trouver ainsi les valeurs de », par des substitutions successives, nous 
allons d'abord réduire toutes les lettres en nombres, en adoptant les données 
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qui convieDDent aux moulins pour lesquels Coulomb a consigné des résultats 
d'expérience (*). 

Voyons d*abord quelle est la valeur du coefficient y*; il doit être égal à une 
force qui, appliquée à un mètre de Taxe , produirait le même travail que le frot- 
tement. Dans les moulins que Coulomb a observés , il a reconnu que pour vaincre 
les frottements quand on a égard aux poids des pilons soulevés à chaque instant , 
il fallait une force de 3 kilogrammes à l'extrémité de Taile , ou à 12 mètres de 
l'axe. La force équivalente à i mètre de l'axe, est de 36 kilogrammes. Nous y 
ajouterons quelque chose pour tenir compte du frottement sur la base du pivot 
de l'arbre quand la pression du vent la fait appuyer contre la crapaudine. Cette 
pression étant d'environ 200 kilogrammes pour les vents les plus ordinaires , le 
frottement peut-être évalué au plus à une force de 40 kilogrammes agissant à 
une distance réduite de o'^^oS de l'axe ; de sorte que la force équivalente qui 
serait appliquée à un mètre de l'axe serait égale à i*"", 21 ; ce qui ferait en tout 
37"* ,21 : nous prendrons en nombre rond ,y=2 38kil. 

Pour les moulins observés par Coulomb , la tenture de l'aile commençant à 
2" de l'axe et finissant à 12", on a ro=¥2" et r,=2i 2". La laideur de la toile étante 
d'un peu plus de six pieds, on prendra /= a",©© Enfin , on peut prendre très- 
approximativement pour le poids d'un mètre cube d'air, ^=z i^",3o. 

Coulomb a fait des observations pour des vitesses du vent de 2"',27, de 4">o5, 
de 6"',5o et de 9", 10 par seconde. Nous commencerons par examiner ce que 
donneront les calculs précédents pour un vent de 4'°>o5, qu'on peut regarder 
comme celui qui a lieu le plus souvent. 

Pour cette vitesse du vent^ on est dans l'usage de donner à l'arbre qui porte les 
ailes une vitesse de rotation de 7 à 8 tours par minute , ce qui donne pour la 
vitesse à l'unité de distance de l'axe , eo = 0,785. Pour reconnaître si cette 
valeur est loin de celle qui satisfait à l'équation du maximum que nous venons 
de trouver, on déterminera d'abord les limites «. et a, qui en résultent; on 
trouve ao =64*» 38' 3o" , et a. =82» 8' 40". En mettant ces valeurs et celles des 
autres lettres dans l'équation du maximum , et poussant l'approximation jusqu'à 



C\ Toutes les observations de Coulomb , auxquelles nous comparerons ici les résultats du 
calcul , se trouvent dans sa Théorie des Machines simples , page 298, et en grande partie, 
dans le Traité des Machines j de M. Hachette, page 225, édition de 1828, 

38 
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la quatrième décamate, le premier membre, qui devrait être oui, se réduit 
à — 0,074 1 • Si Ton refait des substitutions analogues pour tù =2 0,709 on trouTe 
que ce même premier membre denent + 0,0094* Ainsi il y a une valeur de oj 
entre 0,785 et 0,70: elle sera très-près de 0,70. Cette racine conviendra an 
maximum^ car en faisant d'autres substitutions, on verra que les résultats 
s'écartent davantage de zéro. Ainsi , la vitesse angulaire 0,785 qu'on donne 
aux ailes pour ce vent ne diffère pas beaucoup de la valeur que fournit la 
théorie. 

Les autres éléments adoptés par expérience diffèrent ausn très^peu des résultats 
du calcul. En effet. Coulomb a constaté qu'on donne aux ailes la forme d'une 
surface gauche dont les génératrices extrêmes font , la première k 2" de l'axe , un 
angle de 60*, et l'antre , èi 1 2*", un angle qui varie de 78 à 84* , ou qui est 
moyennement de 81**; que, dans l'intervalle, les inclinaisons varient de ma- 
nière que les extrémités des génératrices forment une ligne très-peu courbe. Or si, 
dans l'équation 

on substitue 0)=: 0,70 et e^ = 4>o59 ^^ trouve que les angles a. et a. , aux extré- 
mités, sont de 63*" et de 81^ Dans l'intervalle , les inclinaisons des génératrices 
qui sont données par l'équation ci-dessus seraient telles , que la courbe formée par 
leurs extrémités serait une ligne à double courbure différant assez peu d'une hy- 
perbole et même d'une ligne droite (*). 

Ainsi pour un vent de 4">o5 , qui doit être celui avec lequel le moulin marche 
le plus souvent , l'accord entre les dispositions que la pratique a fait admettre 
et celles qu'indique notre théorie , est aussi grand que possible. 



(*) Pour constraire exactement la surfece donnée par le calcul , on devrait concevoir un 
plan perpendiculaire à Taxe de rotation à nne distance quelconque b du rayon on ligne 
milieu de l'aile. Les génératrices transversales de celies-ci, prolongées jusqu'à ce plan , 
viendraient le rencontrer suivant une hyperbole, dont une asymptote serait la projection 
de la ligne milieu de Taile sur ce plan, prolongée du c6té opposé à cette aile, et l'antre 
asymptote serait une ligne partant de Taie de]*otation et faisant, avec la première, un angle 

obtus dont la tangente serait — . Cette courbe couperait un diamètre perpendiculaire à la 
prcn^ière asymptote a une distance égaie k b V2^ 
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La forme des ailes une fois arrêtée dans la pratique , il est clair que dès qu'elle 
correspond à la condition du maximum absolu , pour le vent de 4*»oS > ^^^ 
ne peut plus y correspondre encore pour d'autres vitesses du vent ; en sorte que, 
pour ces autres vents , ce ne sera plus la vitesse angulaire déterminée par ce 
maximum absolu lorsqu'on fait varier la forme des ailes pour chaque vent^ qui 
devra être celle ^ui correspondra au maximum lorsque la forme de l'aile ne 
change plus. Ainsi il doit arriver que les vitesses angulaires satisfaisant à l'équa- 
tion du maximum absolu ne soient pas celles qu'on donne dans la pratique. 
Effectivement, Coulomb a constaté que, pour les vents de 2*27 et de G^^^So, 
on donnait les vitesses aiigulaires de 0,3 1 et de 1 ,36. Or , en reprenant des calculs 
analogues k cent que nous venons d'indiquer, voici ce que fournit notre théorie, 
quand on fait varier la forme des ailes. 

Pour une vitesse de vent de 2",27 , le maximum absolu tombe entre 

6» = 0,18, o^ = 59' 3' , a. = 73** 40', 

et 

6>=0,12, aa=a59*80', «.«=75* 6'; 

car ces deux valeurs de o), substituées dans l'équation du maximum^ donnent 
-+- 0,01 35 et — O9O192. ,^' 
Pour une vitesse de ventde Gr^ho , ce même maximum tombe entre 

« = 1,64, a, = 67» 4', « = 83' 51', 
et 

« = 1 ,80 , ap == 6r 58' , «. = 8fc« 2[2'; 

car ces deux valeurs de » donnent, dans l'équation du maximum^ + 0,169 
et — 0,016. 

Ainsi on voit déjà qu'il faudrait rendre les ailes d'autant plus perpen- 
diculaires à l'axe de rotation , que le vent le plus fréquent serait plus consi- 
dérable. 

i33. Ne pouiMccupons plus maintenant que de la forme qui a été adoptée 
par expérience. 

Cherchons d'abord la vitesse angulaire pour le maximum , en laissant cette 
forme constante , et pour cela exprimons le travail au moyen dm cette vitesse. En 
prenant pour le vent de 4}05 , (ù =a 0,70 , on trouve que la relation précédem- 
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ment trouvée entre r et a^ pour le fnaximum relatif à la forme de l'aile seule- 
ment I devient 

Ung« = 0,518^+ \/[(^^"8 0" + 2]. 
Cette formule donne aux extrémités de l'aile 

a. s= 63' 42' 55" , a. = ai* ir 38". 

Ces angles étant très-près de ceux de Go"* et de 8i% que Coulomb a trouvés , et 
la forme du reste de l'aile s'accordant d'ailleurs assez bien avec celle des moulins 
qu'il a observés , nous* regarderons la formule ci-dessus comme pouvant s'appli- 
quer aux ailes de ces moulins. 

Pour abréger l'écriture , nous représenterons par - le coefficient numérique 

0^5 1 8 , ce qui revient à poser a =: i ,928 ; nous aurons 

Au lieu de mettre a en r dans l'expression du travail , il sera plus commode de 
mettre r en a, en intégrant entre les limites 0e, et a,, qui correspondent aux 
extrémités de l'aile. On tirera de l'équation ci-dessus 

\ SIQ aCOSa /' 

Vwn'-cosV*^' 
valeurs qu'il faudra substituer dans l'expression du travail , qui est 
6^ r 

I (tt Sia a — »r ces «)• 6)r COS odr — w/*. 

Si Ton développe d'abord cette expression , elle devient 

— ( «*u* I 'ân'acOfore^r— âu*M I ' sinacos'ar>rfr-f «' | ' COS' «r» A" j — /*•- 
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En substituant les valeurs de r et de dr^ le facteur a sort des intégrales en a. 
Sr/pour abréger, on représente ces intégrales indéfinies par ^(a) , -^a)^ ^{a) , 
et leurs valeurs entre leB limites par P , Q , R , on pourra écrire 



r 



"'-'"•■ •''"+'":i'* = TW-^..) = P, 



(I— SCIM' .)•(! + CM'.) ^._. , 

sin'acos'a ^^ " ^^ ^ ^' 

> 

>. (l_3cOS'a)(l+COS'«) ^ w . ... T> 



Sin a CCS a 



Le travail se trouve exprimé alors par 
6^ 



La condition du maximum devient donc 
on en tire 

Le signe positif du radical donnerait aux deux éléments extrêmes des vitesses 
au delà de celles qui correspondraient au maximum de travail qu'ils peuvent 

recevoir. En enet, ces dernières sont données pQr^:= — i~^9 comme il serait 

facile de le voir, en cherchant le maximum , par rapport à cd, de l'expression 

3tr/ 

■— dr {u sin a — cor cos aYo^r cos «. Or, d'après les valeurs de tang a, , tang ao, on 

verrait que, pour les éléments extrêmes, gd doit être d'environ -"et ^; tandis que 

suivant les nombres que nous donnerons pour P , Q , R , on aurait , en prenant 

le signe positif du radical, une valeur de co qui serait plus grande que ^ ; elle ne 

pourrait donc évidemment pas correspondre au maximum pour Tensemble 
des éléments, puisqu'alors aucun d'eux ne recevrait le plus de travail possible. 
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Pour réduire en nombre la valeur de a> y ainsi que Texpression du travail*, il 
faudra calculer les iutégralesP, Q» R« Or, en appliquant les méthodes connues, 
on trouve pour les intégrales indéfinies, que nous avons représentées par 

?(«)» x(«J» +W> '^^ valeurs 

^^ ' 8in*a ' 8m*a SID* a COS a slo* a ** \ ^2 / ' 

,(,) = 9^-uS?i-' + — ^-r-16log(l«ngU\ 
^ ^ ' sin a sin* a ' cosasm*a ^ \ 2 /' 

En les prenant entre les angles a^ = 63** 4^' 55'' et «, = 8i° 17' 28", qui 
correspondent à a) = o,70, et qui différent très-peu de ceux que Coulomb a 
mesurés, on trouve, en calculant par logarithmes et s^arrétant à la troisième 
décimale , 

P = 2,963 , Q = 3,882, R = 3,928 i 

substituant avec ces valeurs, a = 1 ,928 ,X^=^ 38,oo ,^s: 9,8088, et 'i^ =:= i ,3o, 
on trouve, 

« = 0,518 li [ 0,761 - Y/(o,1372+ ^)]. 

Cette formule confirme déjà la règle pratique énoncée par Coulomb, savoir, 
qu'on établit un rapport à peu près constant entre la vitesse des ailes et celle du 

vent ; car, dès que u devient de 3*" ou 4"i le tei*me ? ^ sous le radical a peu 

d'influence sur le coefficient de u, lequel reste ainsi à peu près constant. Au 
reste, voici la comparaison entre les résultats de la formule ci-dessus et les 
vitesses observées. 

Pour la vitesse du vent de 2",27 , la formula donne (à = 0,28 , et l'observa- 
tion ûD=o,3i (**). 



(*) Il faut faire att^oUon que les logarithxDes soot hyperboliques. 

(**) Cette vitesse serait un peu forte, puisque Coulomb la donne comme étant à peine 
oeHe qui avait lien ; la vitesse effective se rapprocherait donc encore plus de celle qae donne 
la ibnwite. 
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Pour la vitesse du vent de 4">o5 , la formule donne co = 0,70 , ^observation 
(ù =2 0,785. 

Pour ia vitesse du vent de 6"*,5o, la formule donne tu» i,24, et l'observa- 
tion »= 1,36. V. 

Pour la vitesse du vent de 9"|io, il faut changer la formule, parce qu'on 
repliait a"" de toile à l'extrémité de chaque aile ; alors , pour calculer les inté- 
grales définies P, Q, R, il faut modifier fa seconde limite de r, et par suite, 
celle de a. Au lieu d*avoir, comme pour les ailes entières, «e. =:8i* 17' 28'', on a 
a, = 79** 46' 4 *'• • ^^^^ ^^^^^ seconde limite , on trouve 

P = 2,093, Q = 2,494, R=. 2,987. 

On en déduit o) = 1,89 : l'observation donne co = i,SZ. 

L'accord de ces résultats est aussi grand qu'on peut l'attendre des hypotbèses 
d'où nous sommes partis. 

Si Ton appelle N le nombre de tours que font les ailes par minute, on 

aura u =: -^r^ — , ou bien N=: 9,334 »• Si dans la valeur de co on laisse en dehors 

le facteur e^, en substituant seulement sa valeur sous le radical, on aura , pour 
les quatre vitesses du vent que nous venons de citer ^ 

N = l,16u, N» 1,65a, N«=l,82«, N=i,98i4. 

Ce résultat conduit à la règle approximative qu on trouve énoncée dans le Traité 
des Machines de M. Hachette, que le nombre de tours, par minute, doit être 
près du double du nombre de mètres qui exprime la vitesse du vent, surtout 
quand cette vitesse n'est pas trop faible. 

134. Il nous reste h faire la comparaison la plus essentielle à l'appréciation du 
degré d'approximation de la formule sur la pression produite par le vent ; c'est 
celle du travail que les ailes reçoivent dans une seconde de temps d'après cette 
formule , avec celui qui >résarlte des observations de Coulomb. Comme on con* 
nait par ces observations tes poids soulevés dans un temps donné, on en conclura 
le travail reçu par les ailes, en tenant compte du travail perdu par lesfrdte-* 
ments et par le choc des pilons. Le premier sera le produit^ ou 380» ; le second 
^'obtiendra approximativement par la formule établie au n"" 68, en j supposant 
infini le rajon du marteau. Le contact se faisant à la distance borizomale de 
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0,57 de Taxe, si Ton désigne par P la somme des poids des pilons choqués 
pendant une seconde ; la somme des forces vives , qui est approximativement la 
mesure de la perte due aux chocs , sera 

(0,57/ —, ou 0,0165 P» . 

Chaque poids étant élevé de o"',49 9 ^^ ^° résulte que le travail dû à l'élévation de 
leur somme P , sera 0,49? > ^^^^^ > ^^'"^ V^^ ' suivant l'observation , est reçu par les 
ailes dans une seconde de temps , sera exprimé par 

0,49P + 0,0165 co'P 4- 38«. 

On négligerait encore ici le frottement des pilons contre les cames ; mais comme 
ces cames étaient de simples rayons qui glissaient très-peu contre les pilons , on 
peut négliger ce frottement. 

En partant du poids P qui résulte des observations de Coulomb , voici ce 
que Ton obtient : 

l'Pour b vitesse du vent de 2",27, et pour ci>:=:o,3i , comme on a observé 
que P = 5i kilogrammes, on en conclut pour le travail, que nous désignerons 
par T , en Veiprimant en dynamodes , T=:o,o369 ; 

a* Pour la même vitesse du vent, mais pour (ù = 0,676, le moulin ne sou- 
levant pas de pilons, ce qui donne P =0, on en conclut Tczso^oaig; 

3* Pour la vitesse du vent de ^^^tOS , et pour a> = 0,785 , comme on a 
P = 296''",33 , on en conclut T = o, 1 779 ; 

4'' Pour la vitesse du vent de ô^^^So, et pour a> = i,36, comme on a 
P= i2i3'^",33, on en conclut T 1=0,6826; 

5o Enfin , pour la vitesse du vent de 9,10, les ailes ayant deux mètres de lon- 
gueur de moins , et pour w = 1 ,83 , comme on a P = i633"^33 , on en conclut 
T = 0.9598. 

Nous aurions pu dès Torigine nous servir de la seconde observation pour 
trouver la valeur du coefficienty*du frottement , en admettant Vexactitude de la 
formule sur le travail reçu par les ailes ; mais notre objet étant d^apprécier cette 
exactitude , il valait mieux déterminer ce coefficient directement sur d'autres 
expériences , et voir ensuite quel accord il y avait entre les deux observations : 
or , il est aussi grand que possible; car il résulte des nombres consignés dans le 
tableau suivant , que le frottement , évalué par la formule qui donne la pression 
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produite par l'air « eût été de 4o kilogrammes ^ au lieu de 38 kilc^rammes que 
nous avons adoptée 

Pour obtenir par le calcul les quantités de travail produites sur les ailes y 
lesquelles doivent être comparées à celles qui résultent des expériences , on se 
servira de l'expression trouvée précédemment, en ne déduisant plus le frotte- 
ment, savoir: 

On aura soin d j changer les coefficients P , Q , R , comme nous l'avons indiqué, 
quand on réduit de 2^,00 la longueur des ailes pour le vent de g"", 10 ; on trouve 
ainsi la comparaison suivante. 

TABLEAU de comparaison des quantités de travail que reçoivent les 
ailes d'un moulin à vent , suivant la théorie et suivant F observation , 
les quatre ailes ajrant chacune 10 mètres de long sur 2 mètres de 
large C). 



VTTESSE 
du 

TE HT 
tt 


VinSSE 

des ailes 

à 1» de l'axe 

fa) 


nULTAlL raODUIT sua LES AILES 

pendant une seconde 

•iprlmé 
en dynamodes ou 1000 klL élevés à l'^iOO 


RAPPORTS 

entre les résuluts 

deTexpérience 

«t 

ceux de U théorie. 


Par la formule. 


Par.l'obsenratlon. 


M7 

1dm. 

4,05 

0,50 


0,31 
0,58 
0,78 
1,30 
1,83 


0,0222 
0.0SS3 
0,1378 
0,5714 
l,2i74 


0,0309 (*♦) 

0.0219 

0,1770 

0,0620 

0,060S 


1,00 
0,04 
1,28 
1,1» 
0,78 


(*) Pour rendre les calculs un peu moins longs , J'ai adopté la longueur de 10 mètres , quoique Coulomb ait 
trouTé 32 pieds ou iO«*,40 de tenture; arec cette longueur, les résuluts théoriques eussent été un j)eu pins 
forts. 

(••) Obserratlon douteuse. 



39 
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La première observation est celle qui s écarte le plus du résulut des formules; 
mais il faut remarquer que Coulomb dit que les ailes faisaient à peine trois 
tours par minute, et qu*il serait possible que les poids élevés, calculés dans 
rhjpothèse des trois tours , fussent trop considérables. La vitesse du vent ayant 
une grande influence sur te travail qui^ pour une même vitesse des ailes, varie 
à peu près comme le carré de celle du vent , quelques inexactitudes dans les 
mesures d0u peuvent entraîner d'assez grandes différences entre les résultats de 
l'expérience et ceux des formules, sans rien prouver contre ces dernières. La 
plus grande proportion qu'on trouve ici dans la différence entre la théorie et 
l'observation , pour la dernière vitesse du vent, de 9'*,io , peut venir en partie 
de ce que la longueur de la toile ne parait pas avoir été mesurée avec exactitude 
dans ce cas. 

Quand même il n'y aurait aucune cause d'inexactitude dans les formules, ce 
qui n'est certainement pas , il ne pourrait pas se présenter ici une concordance 
parfaite; car on n'est pas certain d'avoir bien exactement les éléments des ex- 
périences. La forme des ailes n'est qu'approximativement celle qui était adoptée 
dans les moulins qu'on a observés. Il est possible qu'on ait pris dans 1^ calcul 
des angles Oo et a. un peu trop forts. En les diminuant un peu , on augmenterait 
les produits pour les petites vitesses du vent, et on les diminuerait pour les 
plus grandes , ce qui donnerait des rapports plus constants avec les résultats des 
expériences. 

En définitive , les difl^^ences ne sont pas assez grandes pour faire rejeter plutôt 
ici l'usage des formules qu'on ne le fait dans d'autres théories d'approximation 
où l'accord n'est pas plus complet. ^ 

i35. Il faut remarquer que les quantités de travail qui sont consignées dans 
le tableau ci- dessus ne sont pas celles dpnt on peut disposer pour opérer l'effet 
utile qu'on a en vue; il &ut en déduire les pertes par le frottement. Quant aux 
pertes par le choc des cames , on ne doit pas les soustraire, puisqu'elles tiennent 
au genre d'effet, et qu'elles n'existeraient plus , ou qu'elles seraient remplacées 
par des pertes fort différentes, si Ion opérait un autre effet. 

Nous donnerons ci-dessous le tableau de ces quantités de travail qu'un moulin 
à vent met à la disposition du fabricant , en présentant les résultats de la théorie 
k côté de ceux de l'obsei^ation. Nous y ajouterons les quantités que donnent 
les formules pour des changements dans la vitesse ^gulaire et dans la forme 
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des ailes , afin qu'on voie l'influenGe que peuvent avoir ces éléments sur les 
quantités de travail qu'on recueille. 

Quand on change la forme des ailes de manière à satisfaire à la condition 
du maximum pour différentes vitesses du vent, et qu'ainsi on a toujours 

lang flt = — + X/ I ( -^ j -{- 2 1, on trouve que- ce travail se réduit à 

g4^/i*< f (t — 3cos*a)(i-^cos'«) , 
^ig^ J sin^aoos*» 

En représentant rintégrale par Y (a), laquelle a pour valeur 

1 3cosa , 3, /, 1 \ 

^^"^ = a5^7S5s;--2 slH^i; + 2 '^ ( ^"W 

ce travail maximum devient 

C'est d'après cette formule que nous avons calculé les trois quantités de tra- 
vail du tableau ci-après, qui répondent à la forme des ailes qui convient au 
double maximum par rapport à leur forme et à leur vitesse angulaire. Nous 
n'avons pas donné ce maximum pour la quatrième , parce que , dès qu'on est 
obligé de diminuer la longueur de la tenture, il n'y a pas lieu de chercher k 
recueillir plus de travail qu'on n'en obtient dans la pratique. 
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TABLEAU des quantités de tras^ail qu on peut recueillir par seconde , de 
r arbre dun moulin à vent ayant quatre ailes dont les tentures ont i oniètres 
de long sur 2 mètres de large (*), chacune commençant à 2 mètres de taxe 
de rotation et finissant à la mètres de cet axe. 



vrrESSE 

de 

des ailes , 
de F»e 



ANGLES 

que roitl, avec Taxe dé roUtïoii > 

lei premières cl derûLÊre» 

traverses des Biles. 



0,10 
0^ 

0.^ 
0,31 
0,40 

048 



1,^ 



t,00 
1.83 
2,50 



A 3™ de Miie 



S^4^ 
là, 

M. 
Id. 
Id. 

h^ 3 



0.31 


63--I2' 


OJO 


là. 


0J8 


Id, 


1,00 


là. 


1,00 


m^k^ 


1,ai 


lé. 


1,36 


Ed. 


t;50 


M. 


2,00 


Id. 



à l'exirÉmiLé 



TRAVAIL 
recueillir par seconde , exprimé 
en dyaamodeSf ou tOOO^^l- 



]i. fo>rmt]]e« 



f^itesse du vmi de 2»,â7. 



8ÎM7' 
fd 
Id, 
là. 

Id. 
Id, 

73^40 



0,0065 
0.009» 
0,0106 
0,0105 
OOOSB 
0,0014 

0,0121 



yiUiH du vmt de 4'";05. 



81*17" 
là. 
là, 
là. 



0,0^2 
04094 
0.1080 
0,0957 



Fi^^du venid€%^^hO* 



67-58^ 



63*42^ 
là. 
Id. 



8IMT 
Id, 
Id. 
Id, 
Id. 

S4«â^ 



0,5073 
0,5233 
05197 
0,5070 
0,4025 

0,5346 



F^Uesi^ du vent de 9",10. 



79-46 
Id. 

Id. 



0,9537 
1,1568 
1,0470 



Pir 



0,8901. 



»fc. I 



OBSERVATIONS. 




Maximum de travail par rap- 
port à la vitesse de rota- 
tion seule meni> 



Double maximum par rap- 
port â U vitesse de roia- 
tioa ei â la foi-itie des aUes. 



Double maitlmum par rap- 
port i la vitesse de rota*- 
tiOD et à la (orme des ailes. 



Haximum par rapport â la 

vitesse de rot«di>n seule- 
meut 



Doubte maximum par rap- 
port â la vitesse de rota* 
tîon et â la Tienne des aUes. 



^Très^près du maximum par 
( rapport à la vitesse de ro- 
I talion seulement^ 



(•} Gomme nous Tâtons fait remarquer dans la note préc^'dente, la longueur des ailes ét^t de liï*,40 pouf 
les moulins sur l^uels portent les observaiîons ; en sorte qu'à la rigueur les résultats Lliéorlques deipTaknt 
être un peu plus forts ; mais celte différence peut être négligée pour le degr^ d'approximation qull est pos- 
sible d'aToIr ici. C**) Observation douteuse. 



Od voit y. par les résultats de la quatrième colonne de ce tableau, combien, 
pour une même vitesse du vent, les quantités de travail varient peu pour des 
écarts trè^-sensibles dans la vitesse angulaire; on y voit aussi que les quantités 
de travail qu*on recueille dans le cas du double maximum ^ correspondant à 
d'autres formes des ailes que celles qu on a adoptées, ne sont pas beaucoup plus 
considérables que si Ton ne cliangeait pas cette forme. 

Ainsi , la théorie confirme ce que Coulomb a observé , savoir : que les produits 
de différents moulins à vent, marchant dans des circonstances assez différentes, 
étaient sensiblement les mêmes. On voit qu'il y aurait très-peu à gagner à 
changer la forme des ailes pour des vents différents , et que pour la forme qu'on 
aura choisie , on peut laisser tourner les ailes avec des vitesses de rotation assez 
différentes de celles qui conviennent au maximum ^ sans qu'on recueille sensible- 
ment moins de travaih 

Dans les cas où l'on voudra déterminer a />nori avec quelque approximation le 
travail qu'on peut recueillir d'un moulin à vent, lorsque les éléments ne seront 
plus les mêmes que pour les observations de Ck>uk>mb , on pourra , à défaut de 
nouvelles expériences, se servir des formules qui ont fourni les résultats 
théoriques consignés dans ce tableau, et modifier toutefois les nombres qu'elles 
donneront dans le sens qui résulte des comparaisons ci-dessus. En se donnant 
la vitesse du vent , les dimensions et la foitne des ailes, on aura assez approxima- 
tivement le travail qu'on peut recueillir. 

1 36. Dans la pratique , une fois qu'on aura construit les ailes suivant la forme 
qui répond au maximum absolu pour Te vent le plus fréquent , il faudra cher- 
cher à faire prendre aux ailes , pour ce vent, la vitesse angulaire déterminée par 
les calculs précédents; or, en se donnant cette vitesse, on en conclura celle de 
toutes les roues du moulin.. S'il s'agit, par exemple, d^élever des pilons, on 
saura conséquemment combien l'arbre qui porte les cames devra faire de tours 
par minute. Mais pour que cette vitesse puisse subsister; ilfaudra que le travail 
que cet arbre aura à transmettre dans l'unité de temps, dans une minute, par 
exemple, soit égal à celui qu'il reçoit. Ce dernier étant connu, soit par les for- 
mules précédentes ,^ soif par tes résultats d^expériences que nous venons de 
donner, on le divisera par le travail qu'exige l'élévation de chaque pilon, y 
compris les pertes de toute nature , et l'on aura pour quotient le nombre de 
pilons que le mouHn devra élever par minute , et conséquemment le nombre de 
cames qu'il faut mettre autour de l'arbre qui lès porte, puisqu'on connaît la 
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vitesse de celui-ci. Les choses étant ainsi disposées, les ailes arriveront d'elles- 
mêmes à prendre la vitesse la plus favorable à la fabrication. Si le travail résis- 
tant se produit trop inégalement, et que la roue qui porte les ailes ne puisse 
suffire pour faire fonction de volant et resserrer suffisamment les écarts de la 
vitesse de rotation, on ajouterait un volant à celui des axes du moulin qui a le 
mouvement de rotation le plus rapide; par ce moyen, la vitesse des ailes s'é- 
carterait aussi peu qu'on voudrait de celle qui convient au maximum. On ne 
doit pas, au reste, attacher trop d'importance à ce que la vitesse de rotation 
soit bien exactement celle qui convient au maximum , puisqu'on a vu dans le 
tableau précédent qu'elle peut en différer encore beaucoup sans que le travail 
diminue sensiblement. 

137. En terminant ici ce que nous nous proposions de dire sur la théorie de 
chaque système, propre à recueillir le travail des moteurs, nous rappellerons qu en 
général , quelle que soit la vitesse qu'on veuille obtenir sur les outils qui doivent 
opérer l'effet utile, il ne faudra pas changer celle de la partie de la machine qui 
est destinée à recueillir le travail quand on voudra en retirer le plus possible. 
Ce sera le plus souvent par des renvois de mouvement qu'on devra se procurer 
la vitesse qu'exige cet effet. Il ne faut pas perdre de vue néanmoins qu'il y a bien 
des cas où les dépenses en perfectionnement de machines, n'étant pas compensées 
par l'accroissement qui en résulte pour les produits^, on devra se contenter de 
recueillir un travail qui ne sera pas le plus grand possible. Ce sont là des ques- 
tions d'argent qu'on résoudra dans chaque cas particulier suivant les valeurs de 
chaque chose. Mais dès qu'on attache beaucoup de prix à ce qu'on fabrique, qu'un 
léger accroissement dans la production a promptement couvert quelques dé- 
penses en machines, c'est à tort qu'on néglige d'économiser le travail: le prin- 
cipal soin qu'on doit avoir alors, c'est de disposer un premier système de manière 
à recueillir le plus possible du moteur. Comme on met aujourd'hui une grande 
perfection dans la construction des machines pour y diminuer les chocs et les 
frottements , les économies de travail qu'on trouverait dans quelques nouveaux 
perfectionnements pour les renvois de mouvement ne pourraient produire que 
très-peu de chose en comparaison de celles qui résultent d'un meilleur emploi 
du moteur. L'erreur de beaucoup de personnes est de voir dans le mode de 
transmission toute l'économie du travail, et l'on pourrait presque dire son accrois- 
sement, tandis que cette économie est presque tout entière dans le soin qu'on 
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met à en recueillir le plus possible du moteur par le moyen de la première 
partie de ta machine. 

1 38. Lorsque Ton veut donner une idée de la bonté d*une machine destinée , 
soit à recueillir y soit à transmettre le travail , on compare ce qu'elle rend avec 
ce quelle reçoit, ou ce qu'elle pourrait recevoir théoriquement: la fraction qui 
exprime le rapport entre ces deux quantités est la mesure du degré de perfection 
de la machine. En énonçant cette fraction j on doit dire avec précision de quelle 
manière on mesure les quantités de travail , sans quoi on risque de ne pas s'en- 
tendre et de faire de fausses comparaisons. Ainsi , quand on dit qu'une roue à 
augets rend les 0,70 du travail d'une chute d'eau , il faut savoir d'abord comment 
on mesure le travail de cette chute , si l'on prend la descente totale de l'eau 
depuis le niveau supérieur du cours d'eau, ou depuis l'arrivée du liquide sur 
l'auget jusqu'à sa sortie. Il faut aussi s'entendre sur le point où le travail est 
rendu, si c'est sur l'arbre même de la roue à augets, ou sur une roue d'engrenage, 
plus ou moins séparée de cet arbre par des renvois de mouvement. Quand on 
énonce le produit d'une machine à vapeur , il faut avoir soin de dire où le travail 
est mesuré , si c'est à l'arbre du volant , ou en un point plu3 éloigné du moteur. 
Si la machine sert à élever de l'eau , et qu'on énonce le travail obtenu pour cette 
élévation , il faut dire en outre comment l'eau arrive, par quel orifice elle sort ; 
car la machine aura produit en sus du travail qu'exige l'élévation du liquide , 
celui qui est nécessaire pour lui donner la vitesse de sortie. Si Ton veut apprécier 
le soin dans la construction du cylindre, du piston et du balancier , on énbn-- 
cera le rapport entre le travail produit sur le piston et celui qui peut être transmis 
par l'arbre du volant. 

i3g. La connaissance du maximum de travail qu'on peut recueillir des mo- 
teurs, soit qu'on l'acquière par l'expérience, ou par des considérations théo- 
riques ,' est très-nécessaire pour établir de justes bases dans les marchés qu^on 
peut faire à ce sujet. Pour en donner une idée , supposons , par exemple , qu'on 
veuille savoir si , moyennant un certain payement annuel ou moyennant une 
somme qui le représente , on peut , sans faire un marché désavantageux, acquérir 
une chute d'eau pour s'en servir k une certaine fabrication. On calculera d'abord 
le travail total que la chute produit en un jour, c'est-à-dire le produit de l'eau 
qoe fournit le courant, multiplié par la hauteur de la chute; on en conclura 
eMuitehmaa>imum de travail ^u'on pourrait recueillir par jour, et transmettre 
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k une roue d'engrenage placée dans les bâtiments qui doivent étresitnés pi^ 
de la chute : ce travail peut être environ les sept dixièmes du travail total. Qa 
tiendra compte des frais d'établissement , d*entretien et de renouvellement des 
roues à augets, et de toutes les constructions nécessaires pour amener ainsi le 
travail dans le bâtiment. Après avoir réduit , par exemple , ces frais en une 
rente annuelle , on l'ajoutera à celle qu'on doit payer pour l'acquisition ou la 
jouissance de la chute , et l'on en conclura ce que coûte annuellement la source 
de travail fournissant tant d'unités par jour en une place déterminée du bâti- 
ment. Pour savoir si le marché est ou n'est pas défieivorable, il faudra comparer 
cette dépense avec celle qu'exigeraient l'établissement et l'entretien d'unemachine 
à vapeur : on examinera donc ce qu'on payerait annuellement, tant pour la rente 
équivalente au prix d'achat et de pose de cette machine , que pour son entretien , 
et pour la consommation de charbon qui serait nécessaire pour recueillir par 
jour le même travail d'une roue d'engrenage placée semblablement dansle bâ- 
timent. On verra ainsi à quel prix la chute d'eau devient moins chère que l'emploi 
de la vapeur. 

On conçoit qu'il ne faut comparer ainsi les dépenses que pour des quantités 
de travail qui , non-seulement soient les mêmes , mais qui soient produites en 
des jpoints où il est également facile de les employer au même usage. Lors 
donc qu'on achète du travail , il faut avoir soin de bien spécifier à quel en- 
droit il sera livré , et quelle est la partie de la machine qui le produira. Le 
travail dynamique a cela de commun avec toutes les autres marchandises, 
que ce n'est pas la quantité seule que l'on paye, mais aussi la facilité d'en user. 

U ne faudrait pas prendre à la lettre ce que disait Montgolfier : La force vive 
(/e travail) y cest ce qui se paye. Nous répéterons ce que nous avons dit dans le 
premier chapitre , que le travail , quoique étant le principal élément de ce qu'on 
paye dans le mouvement , et le seul qui soit du domaine des mesures exactes^ 
n'est cependant pas tout ce qui fait la valeur du mouvement. Cest ainsi que 
le volume, quoique le principal élément de valeur de diverses matières utiles^ 
n'est cependant pas, à beaucoup près , le seul que l'on considère pour établir 
les valeurs de ces matières. 

Si , pour les machines à vapeur , on se contentait de constater la pression dans 
la chaudière, et d*en conclure le travail produit sur le piston par le moyen de 
sa surface , de la hauteur de la course et du nombre des coups dans un traaps 
4onné, on n'aurait pas ainsi le travail qu'on doit payer ; il faudrait en souatraiie 



— 31? — 

les pertefi^par les frottements dujfiiston et les divers ébranlements pour la u*ans- 
' miq^on jusqu'à l'arbre du volant. Ce li'est que celui qui peut être transmis par 
cet arbre qu on doit faire jei^trer dans un marché. Ainsi , quadâ on achète une 
machine de la force d^ dix chevaux, on ^oit' entendre que h quantité de 0,750 
dédynamode par seconde seca^Uyrée par une roue d'engrenage, d'où l'on pourra 
la retirer pour un u^afe 'quelconque. 

i4o. Il ^rait fcjftSmbrtQnt pour la sûreté des pen^nûes qui font macbhé 
aveoles constructeurs des machines destiij^es seulement à recueillir ef à livrer 
^ le travail, qu'on eût un moyen de mesurer celui qui est transn»îir, soit à une 
roue d'engrenage par un mouvement (|ei^tatien continu, soit à des tiges agis- 
sant par des mouvements de va«et-vient. Si c'éj;ait le même fournisseur qui se 
chargeai de toutes les machines d'une fabrique , on n'aurait pas besoin d*énoncer 
dans le marché combien on recueillera de travail dynamique en un point donné 
de la machine; il suffirait que le constructeur s'engageât à produire un effet dé- 
terminé, comme d'élever tant d'eau, de moudre tant de blé , et cela avec une 
^certaine dépense de charbon s'il s'agit de machine à vapeur, ou avec une, chute 
et une dépense d'eau fixée. par les localités lorsqu'il s'agit d'une chuted'eau. Mais 
la plupart du temps, surtout pour les machinées, à. vapeur, celui qui vend le 
système propre à recueillir le travail ne se charge pas d'é&blir, le reste des 
machines nécessaires à la fabrication. Dès }ors , il faut que ce vendeur garantisse 
qu'une certaine quantité de travail sera transmise dans un jour par tel point de 
sa machine , pour une consommation de charbon dé^rminée. Il faudrait donc , 
pour Vérifier l'accompliteement de ces marchés , qu'on eût un moyen de me- 
surer le travail transmis en un point donné d'une- machine. 

G>maie c'est, presque toujours par un mouvement circulaire continu que lé 
travail recueilli du moteur se transmet à la machine construite spécialement 
pour l'effet qu'on a en vue , ce serait déjà beaucoup que de pouvoir le mesurer 
dans ce cas. Une disposition propre à opérer cette mesure pur des moyens mé- 
caniques serait en mé'me temps -d'une grande utilité pour toutes les expérieùces 
qui restent à faire , tant sur le maximum de travail à retirer des différents mo- 
teurs, que sur l'évaluation des pertes de travail par les frottements et les chocs 
qu'occasionnent les renvois de mbuyement. v 

Pour mesurer le ti^vail que peut transmettre un arbre tournant mû piir un 
moteur quelconque, M. de Prony a fait u^ge d'unjreùi formé de deux demi- 
colliers qui embrassent le cylindre et le serrent^r dés vils qui leî relient entre 

40 
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eux. Un poids attaché à l'extrémité d'un^bras de levier <jui ne forme qu'un 
même corps solide avec lécolKer, retient celui-ci >à peu p;rès en équilibre et le 
fait frotter contre larbre en Fempéchant' de tourAer. La mesure du travail 
absorbé par le frottement s'obtient facilement au moyen de ce poifb. En ^et :^ 

Le frein étant supposé immobile , les forces auxquelles il est soumis par les 
frottements ne peuvent donner lieu à aucun travail , ^ui^ue les points du frein 
sur lesquels ces forces agissent ont des vitesses nulles. Âinin , le travail résistant 
dû au frottement sur Tad^remobile est égal à lui seul au travail résistant que ce 
frottement doit introduire dans Téqûation des forces vives , en comprenant le 
frein et l'arQfdilans la mfichine. Ce travail a pour mesure ifFdc: F étant une 
force égale au frottement en un certain point du contour de Tarbre tournant; 
a étant Tare de glissement, qui est ici Tare réellement décrit dans Tespaçcpar 
ce point du contour djn cylindre; et le signe'2 indiquant la &omme<ie toutes les 
intégrales semblables pour tous les points de la surface frottante. Or on peut 
remplacer toutes les forces F dues au frottement par une force Unique qui leur 
soit équivalente ; en l'appliquant à un point convenable qui soit lié ii Tarbre et 
tourne avec lui, on aura le travail ifFdc- On peut prendre pour .la grandeur 
de cette force un poids P, qui, appliqué au frein , le maintienne en équilibne 
autour de l'arbre pendant que celui-ci tourne et produit le frottement qu'on veu( 
mesurer ;cA ce poids faisant équilibre à toutes les forces dues aux ffottenieîits 
contre le freio , sera équivalent à l'ensemble de tous les frottements égaux el 
opposés qui agissent contre l'arbre , pourvu qu'on le suppose appliqué à un point 
tournant avec cet arbre, fl suffira donc, pour avoir le travail résistant dû aux 
frottements que le frein produit contre la machine , de calculer celui qui serait 
dû à cette force équivalente aux frottements , c est-à-dire déformer le produit du' 
poids P par l'arc que décrirait un point entraîné avec l'arbre , etplacé à la même 
distance de l'axe quç ce poids. 

Si 1^^ travail absorbé par le frottement contre ce frôin est lé même que 
celui qui est transmis au reste de la machine par le cylindre quand le frein 
n'y est pas et que l'effet utile se produit, on a la mesure de ce dernier travail 
par le moyen de celui qu'absorbe le frein. Tout se réduit donc k faire en sorte 
que le frein absorbe précisément autant de travail qu'il y en aurait de transmis 
si la machine produisait son effet. On y parvient à peu près en serrant le frein et 
augmentant le frottement jusqu'à ce que la vitesse de rotation de l'arbre soit la 
même que celle qu'il prendrait dans ce dernier cas. Il est clair qu'en général le 
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travail^ recueilli du mpteuit^et le travail transmis par larbre, ne dépendant que 
de cett^ vitesse y il sera le même quand le frein l'absorbe que quand Tarbre le 
transmet pour produire Teffet auquel la machine est destinée. 

Ce moyen de mesure ne remplit pas toutes les conditions qu'on pourrait 
désirer. D^abord, il arrive que le frottement ne pouvant s'entretenir bien 
constant, surtout quand la vitesse varie un peu par la nature du travail moteur, 
le poids se trouve, tantôt trop fort, tantôt trop faible, et il oscille tellement 
qu'il faut le tenir à une bride : on ne connaît pas alors la force due à cette bride 
qui agit de temps en temps et dont l'action s'ajoute h celle du poids. Ce dernier 
ne donne donc plus à lui seul la force d'où l'on peut conclure le frottement contre 
l'arbre. 

Il y a de3 machines où aucune des vitesses de rotation ne peut être sensible- 
ment constante quand elles travaillent à l'effet auquel elles sont destinées; de 

sorte qu'on ne peut pas savoir quelle vitesse constante il faut que le frein laisse 
au cylindre sur lequel il agit , pour que le travail retiré du moteur soit le môme 
que quand ce frein n'y est plus et que la machine prend une vitesse variable pou 
produire son effet. Sous ce rapport , il serait à désirer qu'on pût mesurer le 

^ travail transmis sans l'absorber et sans interrompre la communication avec le 
reste de la machine, et en même temps sans que la force ou la vitesse qui ont 
lieu en nn point donné de la machine dussent rester constantes. Il faudrait pour 
ainsi dii^ mesurer le travail au passage, et non pas le détourner pour le me- 
surer. Ce mode aurait l'avantage de convenir très-bien aux expériences sur les 
consommations de travail qu'exigent différents effets compliqués ; mais il offre 
une difficulté de plus: c'est qu'il ne peut se réaliser au moyen d'un appendice 
de la machine. Le frein peut s'employer sur toute machine sans qu'on y ait fait 
d'autre disposition préalable dans la première construction, que de se ménager 
le nàoyen d'interrompre la transmission du travail au delà de l'arbre sur lequel 
on le place , pour le forcer-ainsi à venir s'absorber par le frottement. Mais pour 
que le travail continuât de se transmettre et d'opérer l'effet auquel la machine 
est destinée , il faudrait que celle-ci fût disposée dans sa première construction , 
de manière que des ressorts ou des poids pussent accuser la force variable et par 
suite le travail qui est produit, sans le détourner de l'effet utile auquel il est 
destiné. 

J'ai essayé de satisfaire à ces conditions par un moyen dont on trouvera la des- 
cription dans une note à la fin de cet ouvrage. Je ne le présente que comme un 
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idée qui aurait sans doute besoin d'être étudiée encore en exécution , avant qu'on 
pût savoir au juste s*il est possible d'en tirer parti. 

Lorsqu'il s'agit seulement de faire des expériences sur le maximum de tra- 
vail à recueillir d'un moteur , il est assez commode d'absorber ce travail en le 
mesurant ; on n'a pas alors l'embarras d'une machine plus considérable qu'il ne 
faut. L'élévation des poids , qui serait un moyen très-exact de mesure , a l'in- 
convénient d'exiger un emplacement où l'on ait une hauteur suffisante , ce qu'on 
ne trouve pas dans la plupart des localités. Le frein offre l'avantage de n'occuper 
que peu de place et de pouvoir s'adapter partout; mais il serait à désirer qu'au 
lieu de le retenir avec un poids qui a toujours un battement assez fort par les 
inégalités du frottement, on le maintint avec un ressort attaché à un point fixe, 
en cherchant un moyen de tenir compte des efforts variables qu'il exerce , et de , 
les combiner avec les vitesses , de manière à mesurer toujours le travail dû au 
frottement. Les personnes qui seraient à portée de faire des expériences pour- 
raient essayer le moyen que j'indique pour ce cas , dans la note dont je viens 
de parler. 

i4i • Après avoir exposé les généralités les plus utiles sur les parties des ma- 
chines qui ont pour objet de recueillir le travail , il resterait à traiter de celles 
qui sont destinées à le transmettre ; mais , comme nous l'avons dit précédem- 
ment, la théorie géométrique des renvois de mouvement ne rentre pas dans 
l'objet qui nous occupe; elle est^plutôt du domaine de la Géométrie. On peut 
l'étudier dans le J'raité des Machines de M. Hachette , ou dans celui de 
MM. Lantz et Bétancourt. Nous n'aurions à considérer ici que les moyens d'éviler 
les pertes de travail. La théorie indiquant les causes qui influent sur ces pertes , 
elle peut servir à disposer les choses de manière à les diminuer. Ainsi , d'après 
ce que nous avons vu sur les frottements , on en conclut qu'il faut chercher à 
diminuer les arcs de glissement des surfaces frottantes, en même temps qu'on 
tâchera de diminuer les pressions entre les points qui frottent. Ce que nous avons 
dit sur les pertes par les mouvements internes des coirps suffit aussi pour indi- 
quer qu'il faut éviter les changements dans les forces, et tout ce qui peut mo- . 
difier l'état de tension ou de pression des corps. Nous avons vu comment, dans 
quelques cas, les considérations théoriques peuvent donner approximativement 
les limites des pertes de travail dans le choc ; mais c'est à l'expérience seule à 
faire connaître leur valeur avec un peu d'exactitude. Pour celles qui tiennent aux 
frottements, on pourra recourir aux résultats des expériences de Coulomb, 
quand on connaîtra les pressions au contact. 



Dans les expériences qui ont potr objet de déterminer les pertes de travail 
qu'occasionnent les renvois de mouvement, tels que les arbres tournants» les 
engrenages , les cordes , les chaînes, etc., il est inutile de s'attacher à observer 
directement les forces quelquefois variables qui peuvent remplacer ^ chaque 
instant certains frottements, aux points mêmes où ils se produisent; il suffit de 
faire porter l'expérience sur la perte de travail. On peut observer les machines 
pendant le mouvement avec la vitesse qu'on veut leur donner : dès que le travail 
absorbé r^te assez constant pendant l'expérience pour qu'on puisse le mesurer , 
on a obtenu tout ce qui intéresse les applications. Il suffira ensuite de varier les 
observations et d'en faire pour les diverses circonstances qui peuvent influer 
sensiblement sur les pertes de travail, et qui doivent accompagner le mouvement 
pour lequel on veut y appliquer les résultats qu'elles fournissent. 

Pour connaître , par exemple , ce qu'on perd de travail par un «ngrenage de 
deux roues à dents de bois ou de métal, on transmettra un travail moteur à 
l'arbre de l'une de cef roues par le moyen d'un poids attaché à une corde, en- 
suite on examinera le travail résistant produit par l'élévation d'un poids attaché 
à une corde qui s'enroule sur l'arbre de la seconde roue. On variera le travail ré- 
sistant jusqu'à ce qu'on obtienne une vitesse presque uniforme , et alors la diffé- 
rence du travail moteur au travail résistant, diminué Six travail nécessaire au 
ploiement et déploiement des cordes,, et de la force vive qui pourrait être 
acquise , donnera la mesure de la perte par les frottements des engrenages et des 
tourillons des arbres dans leurs crapaudi nés. On fera ces expériences en variant 
les poids et les vitesses. 

Si l'on avait un instrument pour mesurer avec un peu d'exactitude le travail 
qui est transmis par un cylindre tournant qui le reçoit d'un moteur quelconque, 
on emploierait dans ces expériences la machine à vapeur oti un cheval à un 
manège*, et l'on se procurerait ainsi un travail moteur qui serait mesuré ep arri- 
vant sur la première roue d'engrenage. On n'aurait plus alors l'inconvénient des 
poids , qui ne peuvent se mouvoir longtemps , parce qu'on n'a qu'une hauteur 
limitée pour les laisser descendre. Pour .produire un travail résistant qui n'ait 
pas non plus ce même inconvénient , on pourrait employer le frottement dans 
un frein. • . 

Des expériences du genre de celles que j'indique peuvent être faites, non-seu- 
lement sur les frottements , mais sur toutes les pertes de travail dans les renvois 
de mouvement; par exemple, pour les ploiements et déploiements des cordes 
et des chaînes, pour les frottements dans les tourillons, et pour les chocs 
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dans le jeu des assemblages quand il y a des mouvements de va-et-vient. 
Il y a des cas où il serait possible d'isoler les résultats les uns des autres quand 
on ne peut isoler les phénomènes. En doublant ou triplant une des pertes saàs 
changer Jes autres sensiblement, on obtiendrait chaque perte en les tirant 
d'autant d'équations qu'il y a d'inconnues , chacune de ces équations étant 
fournie par une observation. Par exemple, s'il s'agit de mesurer à la fois les 
pertes par les engrenages entre des roues égales , et par les ploiements des cordes , 
on pourrait faire une seconde observation après avoir intercalé entre les deux 
roues une troisième roue dentée semblable aux autres, et alors les pertes par les 
cngrenages^seraient doublées sans que celles qui sont dues aux plpiements et 
déploiements des cordes aient changé sensiblement. 

ï^2. Il nous reste à considérer, soua le rapport de l'économie du travail, la 
troisième partie des machines, c'est-à-dire celle qui opère immédiatement 
Teffet utile. Notre objet ne peut être ici que d'indiquer^^abord comment le 
choix des moyens pour produire cet effet peut diminuer le travail qu'il exige; 
nous montrerons ensuite conunent il est possible de déterminer ce travail par 
expérience. 

Les effets mécaniques des machines consistent, i"" dans l'élévation des poids; 
2"" dans le brisement ou l'altération de forpie des corps ,* 3* dans les frottements 
à surmonter pour opérer le déplacement lent des corps ; 4* dans les transports 
rapides , c'est-à-dire dans la production de vitesse. 

Les trois premiers effets absorbent complètement par eux-ijQêmes une certaine 
quantité de travail, qui ne peut plus reparaître, au moins pour le moment. Ainsi, 
les corps brisés ou déformés, les frottements vaincus, les corps élevés tant qu'ils 
ne redescendent pas , ont consommé une quantité de travail qui ne peut sa 
transmettre. Cette quantité suffirait théoriquement pour produire cea effets ; 
mais il en faut toujours consommer une quantité plus grande, à cause des 
vitesses communiquées et des ébranlements qui en résultent dans les corps en- 
vironnants. Le plus souvent , ces surcroîts de travail sont tellement liés à Tefl^t 
à produire, qu il n'est pas possible de les empêcher; on ne peut que les diminuer. 
Par exemple, lorsqu'une pompe élève de l'eau dans un réservoir, il &ut bien 
que cette eau arrive par un canal qui ne soit pas trop large et qu'elle ait une cer- 
taine vitesse, quelque faible qu'elle soit. Le piston qui la refoule doit donc pro- 
duire en outre du travail qu'exige l'élévation de l'eau , la portion nécessaire pour 
donner à cette eau la vitesse qu'elle a en sortant de la pompe; ce surplus de 
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travail communiqué va se perdre en mouvement de l'eau dans le bassin qui la re- 
^it : on peut bien diminuer cette perte , en élargissant le tuyau d'écoulement, 
mais on ne j^ut pas la rendre nulle. JDans une scierie , le mouvement de la scie 
exigera ^n. certain travail qui set^employé'en partie à produire des ruptures dans 
les fibres du bois, et en partie à répandue des ébranlements dans la pièce, dans ses 
supports et danSile4M>l environnant. Or , suivant le plus ou le moins éè facilité 
qu'auront ce|^ corps à recevoit ces ébranlemeni^^-sous Ja force qui doit se produire 
pour -opérer ces r&ptures, il y aura plus oh moins de travail qui sera consommé 
en sus de celui qui est rigoureusement nécessaire. La nième remarque s'ap- 
pliquerait à l'opération du forage des canons. Lors<^'il s'agit de forger des barres 
de fer , le travail qu'on doit dépenser pour élever le marteau sera supérieur à celui 
qu'exige réellement l'aplatissement du fer. Gela tient à ce que l'enclume reposant 
sur uû sol qui peut s'ébranler sensiblement soustine grande pression, ce travail 
se* partage entre la cpmpression du fer et l'ébranlement du terrain : cette der- 
nière portion est consommée en pure perte. Mais si; au lieu de battre le fer, 
on le lamine entre des cylindres, la pressiop sur le sol restant constante et con- 
tinue , on ne perd presque point de travail en ébranlement du terrain. Voilà 
donc- beaucoup d'exemples où des effets semblables sont opérés en dépensant 
plus ou moins de travail. 

En général , moins. on observe de vitesse ou d'ébranlements après l'effet pro- 
duit , jet moins il a falhi communiquer de travail au dernier outil pour produire 
le même effet utile. Quoiqu'on doive chercher à dyninuer ces ébranlements par 
des dispositions convenables , cependant il ne faut plus s'en occuper au delà du 
terme où ces dispositions coûteraient plus en frais d'établissement qu'elles ne 
rap'porteraient en économie de travail. Lorsqu'il faut briser ou rompre des* 
adhérences par le choc , il est impossible d'empêcher qu'une.partie du travail ne 
se perde en ébranlements, et alors ceux-ci ne doivent pas être considérés comme 
tenant à une imperfection de la machine. Il y a des cas où , en cherchant aimi 
à économiser le travail , on pourrait ne pas obtenir les mêmes produits , sans 
que cela paraisse au premier abord. Ainsi , en laminant du fer , on n'obtient pas 
une qualité aussi bonne qu'en le battant. Gela peut tenir à ce que la pression sous 
le coup de marteau est toujours plus forte ou plus prompte à se développer que 
celle qui se produit entre des cylindres, et à ce qu elle détermine ainsi une plus 
grande agrégation. Cest aux fabricants à examiner jusqu'à quel point on peut 
faire ainsi des économies de travail aux dépens de la qualité des produits. 
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Dans restimation du travail qu'exige un certain genre d'effet i on doit 
comprendre la portion qu'on ne peut, "éyi ter de perdre en mouvements ou« 
ébranlements dans les corps environnants; il faut^dëpter pour cette estima- 
tion les circonstances ordinaires ^ui accompagnent les meilleures disnôsitions 
en usage. * . . ^ 

Lorsqu^on a pour but de produire seulement sur des mass^qiiî se renouvellent 
sans cesse, des déplacements rapides, c'est-à-dirè des vitesses asseï; grandes, ce 
genre d'effet donne lieu à la transmission de toute la force vive dws les corps en* 
vironnants. Il est évident qu'alors le travail employé en ébranlement ou frolié^ 
ment sur ces corps environnaAts, après qu'on a produit ce qu'on voulait , ne peut 
être évité; il tient essentiellement k l'effet utile et il en forme la mesure. Par 
exemple, lorsqu'il s'agit de faire sortir de l'air d'un réservoir, comme dans les 
machines soufflantes, la vitesse de l'air qui sort par la tuyère est le but qu'on se^ 
propose : elle produit de l'ébranlement dans l'atmosphère ; mais iF est clair ifae 
cet ébranlement ne peut être diminué et qu'il entre complètement dans Vefiet 
à produire; il to forme la principale partie. Il est presc^e superflu de dire 
qu'il faut distinguer en cela les ébranlements qui se lient ainsi aux effets utiles 
et se produisent par le travail qui se transmet après avoir opéré ces eÂets, 
d'avec les ébranlements qui détournent le travail avant qu'il ne soit arrivé sur les 
corps à briser ou à déplacer. Ces derniers peuvent toujours se diminuer indé^ 
finiment par des dispositions convenables, parce que, lorsqu'il s'agit seule- 
ment de transmettre le travail, il n'est jamais ilécessaire de produire des 
chocs ou des changements brusques dans les forces. Dès lors ', on ne doit pas 
comprendre , en général , ces pertes de travail dans la quantité qu'exige l'effet è 
.obtenir. • . 

143. n serait à désirer qu'on arrivât à avoir des tables des quantités de tra- 
vail qu'il faut transmettre à tel point d'un outil pour produire telle quantité d'un 
certain ouvrage. Par exemple, on saurait ce qu'il en faut transmettre à la meule 
d'un moulin à blé pour moudre un hectolitre avec tel système de mouture; on 
saurait ce qu'il en faut produire sur le marteau d'une forge pour battre et foirer 
100 kilogrammes de barres de fer d'une certaine forme; on constaterait ce qu'il 
faut de travail sur l'arbre qui met en mouvement les broches d'une filature pour 
fabriquer une certaine quantité de fil de coton d'une espèce déterminée. Le 
temps n'est pas éloigné , sans doute, où le travail s'employant davantage, s'éoo- 
pomisera mieux, et où l'intérêt qu'on aura k connaître tous ces résultats fera 
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chercheF|nu^ eipérieoce ceux qui ne peuve&t s'obtenir dii'ectement par la 
théorie. H ' 

Si Fon trouvait moyen d'adapter facilement k une machine un mécanisme 
propre à donner la mesure du travail qui se produit immédiatement sur le 
dernier outil destiné à opâ4r l'effet ;hti)èv il n'y aurait aucMne»(Uffi<^"l^' ^ obtenir 
les quantités de travail consommée^ pour divers effets; no^is eoiàn(\jp cela ne parait 
guère praticable , et qu'au moins ^bao^ à présent on n'a pas un tel mécanisme à 
sa disposition , il faut diercher une autre voie pour obtenir ces quantités. On 
va voir comment cela est possible à l'aide de quelques observations assez pra- 
ticables , quand on n'a paai)esoi))i d'une grande rigueur. 

Désignons y comme nous l'avons déjà fait , par *1S/Pdlf , le travail produit par 
le ndotetiir sur la première partie de la machine sur laquelle il agit ; par I/ff'dff 
le travail résistant qui est dû aux frottements et à toutes Iqb perteaqui résultent 
de la transmission jusqu'à l'outil qui opèreTeffet utile; par 2fP^ds', celui que 
développent les outik^en produisant cet' effet; et par (^ ^ i^o les vitesses au com- 
mencement et à la fin de l'observation : le principe de la transmission du travail 
donye ^ 

La variation de la somme des forces vives est toujours n^ligeable devant les 
autres quantités , quand on prend le travail pour un temps un peu considérable 
par rapport à celui quUl faut pour que la machiifie prenne son maximum de 
vitesse. Au reste , si les expériences duraient trop peu de tehips, on pourrait tou- 
jours calculer direotement la valeur^e cette variation Ip ^^ T.^"* , en sorte que 

toutes Jés recherches se rapporteront seulement aux trois autres termes. Les 
expériences doivent avoir pour but de s'arranger de manière à en connaître deux 
préalableipent pour en conclure le troisième , en ayant soin de produire autant 
que possible les circonstances qui influent sur sa valeur dans les cas pour lesquels 
on veut faire des applications. 

Quelquefois ce travail moteur ifPds pourra être donné très-approximative- 
ment par les formules théoriques rectifiées d'après quelques expériences , ainsi 
que nous l'avons vu pour les courants d'eau ou les courants d'air. 

Si l'on a besoiir de faire de nouvelles expériences pour connaître ce travail 
moteur, on commencera, ainsi que nous l'avons dit, par di8|>08er les choses de 

41 
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manière que le travail résistant lfP'ds\ et le travail perdu ifFdf^ sôieùtoohnus. 
Pour cela on substituera à des effets compliqués d'autres effets plus simples (pi 
donnent par eux-mêmes la mesure du travail qu'ils exigent, sans qu'ils diangenl 
rien aux vitesses de la première partie de la madiine qui est destinée à recueillir 
le travail du moteur; ainsi on supprimerisr tous les reiTléis de mouvement el l'oi^ 
appliquera immédiatement un frein ou un poids sur te preaiier arbre de la roÛ 
hydraulique, s'il s'agit de courant d'eau^, ou^sur celui du vfdant, s'il ^agit de 
machîneà vapeur, et l'on aura par expérience la mesure du travail ^OKMeurl/Pdlf 
pour diffiérences vitesses de la roue hydraulique ou du vc^uat^de la madnne^ 
vapeur. 

Si c'est le tmvail perdu par des renvois de mouvement qu'on vent déter- 
miner , on fl^arrangéra, ainsi que nous l'avons dit aussi , pour que le travail pro* 
duit par le moteur et le travail résistant du à l'effet utile soient connus. Pour 
cela on emptpieia un moteur dontoi^ a déjà mefuré le travail; on substituera 
ensuite à FeQÏk tit^e , si cela est nécessalMsr^ un effet plus^simple qui donne un 
moyen fiidle .d'évaluer le travail qu'il exige, et tout cela en donnant à la se*. 
coude partie de la machine, c'est-à-dire aux renvois de mouvements, des vitesses 
et des pressions qui différent peu ^ celles qui devront avoir lieu dans le cas où 
l'effet utile sera produit. 

Une fois qu'on aura &it , avec des dispositions spéciales, ces deux sojrtes d'ex- 
périences sur le travail recu^li des moteurs et sur celui qui est perdu en renvois 
de mouvement, on n'aura ^lus qu'à observer la machine même qui produit 
l'effet utile. Pour obtenir la valeur du travail que cet effet exige, il suffira de 
soustraire du travail produit par le moteur sur la partie destinée à le recevoir, 
celui qui est perdu dans la transmission jusqu'aux outils qui produisent cet 
e%t utile; la différence donnera celui qui est immédiatement employé pour 
cet effet. 

Sans doute qu'il se présente souvent des difficultés pour faire de telles obser- 
vations avec un peu d'exactitude, néanmoins ces considérations conduiront presque 
toujours à des résultats assez approchés pour la pratique. 

A défaut d'observations où le travail employé pour produire certains effets ait 
été mesuré sur la partie de la machine qui l'opère immédiatement, il sera tou« 
jours utile d'en avoir où il ait été mesuré sur d'autres parties plus éloignées. Ces 
observations apprendront qu'en disposant une machine semblable, depuis reJBet 
à produire jusqu'à ces parties plus rapprochées du moteuî>, celles-ci devront 
recevoir tant de travail pour produire tel effet. Il est déjà fort utile, par eaemple, 
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de savoir quelle quantité de trgTail on doit appliquer à la roue hydraulique qui 
conduit un moulin d'un certain mécanisaiei pour moudre loo kilogrammes de 
blé : ce résultat appremiira ce qu!on pourra moudre de Ué avec une chute d'eau 
d'un produit connu , lorsque son travail sera recueilli par une certaine roue hy- 
draulique qui fera mouvoir un moulin d'un mécanisme semUable k cehii qui a 
été observé. 

Lorsque les effets enlratnent avec eux tout un mécanisme nécessaire qui ne 
peut jamais en être séparé et qui n'est plus susceptible de changement , il est clair 
qu'il est même préférable alors de connaître le travail qui doit être produit par 
le moteur appliqué à la première partie de ce mécanisme. Ainsi, dans 
les filatures , ce n'est pas le travail reçu par le fil qu'on veut tordre <{u'il im- 
porte de connaître, mais celui qui est produit sur un premier arbre qui 
met en mouvement tout le mécanisme, dépendant nécessairement de cette &- 
brication. 

Voici un tableau contenant quelques résultats sur les consommations de tra- 
vail nécessaires pour produire différents effets utiles. Je ne le donne pas comme 
contenant des résultats l^Men précis ; mab néanmoins , tel qu'il est , il ne sera pas 
sans utilité. Je Vai dressé tant d'après ce qu*on trouve rapporté dans différents 
Ouvrages, que d'apAs des renseignements qu'ont bien voulu me fournir 
M. Clément, profoseur au Conservatoire ded Arts et Métiers, M. Benoist, 
itigénieur, etJM. Mallet, ingénieur en chef des eaux de Paris. 
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TABLEAU des quantités de travail dynamique néoessaires pour produire divers effets utiles; 
ces quantités étant mesurées comme il est indiqué d^ns la 3* colonne. 



NATURE ET QUANTITËS 



EFFETS A PRODUIRE. 



Mouture du blé. 

Un hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes de blé à moudre asses gros- ' 
sièrement dans un moulin à vent. 



Un hectolitre de blé , ou 75 kUo- 

Srammes à moudre à la grosse dans 
es moulins ordinaires. 



Id, 



Un hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes à moudre et remoudre sur 
gruaux. 



Idem , le moteur étant une chute 
d*eau. 



Ud hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes à moudre, suivant le sys- 
tème anglais , dans des moulins mus 
par une machine à vapeur. 



Sur 

qoeUe partie 

de là machine 

en éTâlne 
le iraTail molear 

on 
le traTiil réeislanC. 



, Travail résis- 
tant sur Tarbre 
qui porte les ailes. 



Travail réns- 
tant sur Tarbre 

mente. 



Travail résis- 
tant sur Tarbre de 
la roue hydrau- 
lique. 

Travail résis- 
tant sur Tarbre 
qui porte la 
meule. 



Travail résis- 
tant sur l'arbre 
de la roue hy- 
draulique. 



Travail résis- 
tant sur Tarbre 
du volant. 



TRAVAIL 

dynamique 

eiprimé 

en 

dynamodes, 

en 1000 lui. 

élerèi 

on 

desoendos 

de 1"^. 



aoi< 



4i9< 



611* 



628* 



916* 



802* 



INDICATIONS 

nii OBsinvATBoas 

oo 

DS8 ▲DTBDM 

qui onC 
cité les rSanlUls. 

B0wimrg¥m pmnienUérm. 



On a obtenu le travail 
par la théorie , en recti- 
fiant le résultat d*après 
les expériences de Cou- 
lomb pour des tiéncnts 
différents de ceux 
ont fourni ce tra- 
vail. 

Moyenne adoptée par 
M. Ifavier, entre plu- 
siemrs anciennes OMer- 
vations. 



^ Observations de 
M. Hachette aux mou- 
lins de Gorbeil. 



Estimé approximati- 
vement par M. iVivier , 
comme exigeant une 
niiitié en sus du travail, 
pour moudreà la grosse. 

Esraiè^ approximati- 
vement par M. Ha- 
chette , comme exigeant 
aussi une moitié en sus 
du travaiVpour moudre 
à la groaik, ^ 

Observation citée par 
M.Farey; lerésulUtest 
déduit du produit connu 
de la machine en tra- 
vail dynamique. 
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A 



NATURE ET QUANTITÉS 

DBi 
EFFETS A PRODUIRE. 



Sar 

quelle partie 

de la machioe 

on éralue 
le traTail moteur 

on 
le travail léaisunt. 



TRAVAIL 

dynamique 

exprimé 

en 

dynamodei, 

ou 1000 kil. 

élevés 

ou 

descendus 

de i»,oo. 



INDICATIONS 

DBS OBStETATtimS 

OU 

DBS AOTBUBS 

qui ont 
cité les résuiuu. 

Remarquée partieuMrei. 



Un hectoKtre de blé, ou 75 kilo- 
grammes k moudre , soi? ant le sys- 
tème anglais , dans des moulins mus 
par QQe machine à vapeur. 



Un hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes à moudre et remoudre sur 
gruaux , dans un moulin mû par une 
chute d'eau, à Taide d'une roue à 
augets. 



Battage et vannage du blé. 

Un hectolitre de blé, ou 75 kilo- 
grammes , à rej^Trer des germes , tout 
vanné , à l'aide d'une machine. 



Fabrication d'huile. 

Un kilogramme d'huile à retirer 
de l'écrasement par le choc et de la 

Sression des graines écrasées, à l'aide 
e pilons mus par un moulin à vent 



Pour produire le même effet à l'aide 
d'un écrasement sans choc , et de la 
pression des graines écrasées, le mo- 
teur étant une machine à vapeur. 

Id., suivant une autre observation. 



Sûiage des matériaux. 

Mètre carré de sapin , à scier par 
une machine à vapeur. 



Mètre carré de chêne vert , à scier 
à bras d'homme. 



Travail résis- 
tant sur l'arbre 
du volant. 



Travail moteur 
dû à la descente 
de l'eau du niveau 
du bief supérieur 
au niveau du bief 
inférieur. 



Travail résis- 
tant sur l'arbre de 
la première roue 
motrice. 



Travail résis- 
tant sur l'arbre 
qui porte les ailes. 



Travail résis- 
tant sur l'arbre du 
volant. 



Id. 



Travail moteur 
sur l'arbre du vo- 
lant. 

Travail résis- 
tant sur la scie. 



%W 



10220 



-W 



146* 



34 



25* 



60* 



43* 



Suivant MM Casalès 
et Gordier, construo- 
teura de machines k 
Saint-Quentin : résultat 
déduit comme le précé- 
dent. 

Moyenne de deux ob- 
servations de M. Mallet, 
l'une è Pontoise , l'autre 
àVast; 



Résultat des obsierva- 
tions de M,. Fenwick» 
cité par M. Navier. 



Observations de Cou- 
loifldi) : ce travail com- 
prelid les pertes dues 
au choc des pilons contre 
les 



Résultat approximatif 
conclu de la consomma- 
tion de charbon pour 
les machines de M . Hall . 

Observation donnée 
par M. Clément. 



Résultat donné par 
M. Clément. 



Résultat donné par 
M. Navier. 
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IHAVAIL 


INmCATlONB 


NATURR ET QDANTITfiS 


Sur 
qmlle fêiUb 


-sw 


Mi oasnvÂTivu 

en 




de II iBMhiM 


en 




DB8 


on értliM 


dynamodee. 
oaiooeUl. 


DU ADTIBMS 

qui ont 




le trtTall omImt 


étoféf 


eilé lee rètnlCato. 


EFFETS A PRODUIRE. 


ou 


oa 






le trarail rètlUtiit. 








de i". 




Mètre carré de chêne vert k ider. 


Trayail moteur 


1»< 


Résultat donné par 


en employant une chote d'eau, àFaide 


dû k U chute 




M. Navier. 


d'one roue k palettes non emboîtées. 


d*eau. 






Mètre carré de chêne sec y à scier 


Trafail résis- 


63< 


SuitantM.Goste; ré- 


à Taide d*ane machine, le trait de 


tant sur la scie. 




sultat déduit d'observa- 


scie ayant de 0,003 à 0,00» d'épais- 
seor. 






tions fûtes kMeU. 


Mètre carré d'orme k scier, le trait 


Id. 


71* 


Id. 


de scie ayant 0,003 k 0,004 d'épais- 
seor. 








Mètre carré de pierre de roche des 


Travail résis- 


395* 


*•• 
RésulUt donné par 


enfirons de Paris , on mètre carré de 


tant sur la scie. 




M. Navier. 


marbre, k scier par des hommes. 








Mètre carré de granit k scier par 


Id. 


SM9 


Id. 


des hommes. 








FahricoHon du tan. 








100 kilogrammes de tan à produire 
en broyant Tècorce à Taide d'une 


Travail résis- 


466< 


Résultat donné par 


tant sur l'arbre 




M. dément. 


machine. 


de la 1^* roue mo- 
trice. 






FaMeaHon du payier. 








100 kilogrammes de fieux cordages 


Travail résis* 


5700« 


Suivant Tredgold. Ce 
résulUt est dédm't du 


à réduire en pâte par la trituration, è 


tantsur l'arbre du 


* 


l'aide de pilons mus par une machine 


volant 




produit connu de la- 


k Tapeur. 






machine k vapeur em- 
ployée. 


Filatures de coton. 








Pour filer un kilagranune de fil du 


Travail résis- 


Mk* 


ObservationdeM.Qé- 


n' 40, c*est-à-dire deux livres métri- 


tant sur l'arbre dn 




ment et de M. Benoist. 


ques de chacune 40000 mètres . et 


volant de la ma- 




La quanUtè de travail 


pour exécuter toutes les préparations 
nécessaires , en filant avec les mull- 


chine k vapeur. 




dynamique est asses va- 
riable suivant les cir- 






Jennys prenant les vitesses les plus 






constances. Celle qui est 


ordinaires. 






portée id suppose quil 
faut un cheval de ma- 
chine pour dire mar- 
cher 600 broches mùll- 














jennys, avec les ma- 








chines préparatoires. 
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NATURE ET QUANTITÉS 

DBS 
EFFETS A PRODUIRE. 



D'après une autre obsenration, fiiite 
en 18ââ, il faudrait pour filer un ki- 
logramme du n"* 30, 7 compris toutes 
les préparations. 

P our filer un kilogramme du n* 40 
aTec les broches continues, y compris 
toutes les préparations. 



Idem, d*après une autre obsenra- 
tion , faite en 1822. 

Pour préparer un kilogramme de 
coton au batteur-éplucheur. 

Pour préparer un kilogramme au 
batteur--etaleur. 

Pour passer un kilogramme aux 
cardes , laminoir et boudinnerie , et 
pour carder deux fois. 



P^ttr préparer un kilogramme aux 
métiers d*apprèts ou aux broches 
bell^. 

Pour filer seulement un kilogram- 
me de fil n"" 30 , avec les mull-jennys 
fidsant 3600 tours par minute ; sans 
les préparations. Ce kilopanmie pour 
ce numéro est le produit de dOà 32 
broehes travaillant pendant 14 heures. 

Pour filer le n* 24 aux broches con- 
tinues seulement sans les orépara- 
tions, les broclies Cdsant 2400 tours 
par minute : ce kilogramme pour ce 
numéro , est le produit de 15 broches 
travaillant 14 heures. 

IMa, To«f tm réSttiUU , sur les llatares . 
.aMftdédaiU d'obterrêUoiis Ciites il v a quel- 
ques anoéei. On a incrodoll depuis dans les 
OMiehioes des modifletU^os qii doivent faire 
tarier les consommations de Irafail dynami- 



Sar 

quelle partie 

de la maeiiine 

on évalae 
le uavall moteur 

on 
le uavail résisUnt 



Travail résis- 
tant sur Tarbre du 
volant de la ma- 
chine à vapeur 

/d. 



/d. 
/d. 
/d. 
/d. 

/d. 
Id 



Id. 



TRAYAU. 

dynamique 

eiprimé 

en 

dynamodes, 

ou 1000 kil. 

élev^ 

ou 

descendus 

de 1". 



2904 



4060 



4ao< 

6-.37 
1H,«0 
96*,00 

llH,i5 
159* 



319<> 



WDICATIONS 

DB8 OBSiaTATBDaS 

OU 

DES AOTBOas 

qui ont 
eité les rétulUU. 

Remar^uêi partteuliém. 



Observation 
Rotten , par M. 



folle à 
Millet. 



EsUmation de M. Clé- 
ment; elle suppose 
qu'un cheval de ma- 
chine fasse marcher 300 
broches continues, el 
les préparatoires. 

Observation de 
M. Mallet 

Id. 



Id. 



Id. Cette consomma- 
tion de travail , relative 
au cardage, peut être 
beaucoui) moindre ; on 
a porté ici le maximum. 

Observation de 
M. Millet. 



Id. 



Id. 



^ I 

INDICATIOMS 

DIS OMBtVATIUM 

oa 

SIS Airriois 

qoi ont 

elle les résalUU. 

Bêmmrçum parliemiiérêi. 



NATURE ET QUANTITÉS 
EFFETS A PRODUIRE. 



que. On n's pu présenter ici ooe des résul- 
tats approzimatiDi, destinés plotôt à donner 
ane laee des consommations de travail, qu'à 
servir de base i des calculs aussi eiaeu qu'il 
serait possible. 

Filature de la laine. 



Pour oiiTrir et pour carder seule- 
ment la laine nécessaire à la fabrica- 
tion d'un kilogramnie de fil d*an na- 
méro moyen entre 6 et 50 (le numéro 
indique id le nombre d*écbe?eanx de 
780 mètres dans un kilogramme) , le 
moteur étant une machine à vapeur. 



Pour filer un kilogramme de fil 
trame , d*un numéro moyen entre 22 
et 30 , ce kilogramme étant le pro- 
duit de 13 broches muU-jennys. 



Pour filer un kilogramme de fil 
chaîne, d*un numéro moyen entre 22 
et 30, ce kilogramme étant le produit 
de 17 broches mull-jennys. 



Tir des projectiles. 

Pour lancer une balle pesant 
01^" ,0247 , avec la vitesse ordinaire de 
390 mètres par seconde. 

Pour lancer un boulet pesant 6 ki- 
logrammes avec la vitesse ordinaire 
de 417 mètres par seconde. 

Pour lancer un boulet pesant 12 ki- 
logrammes avec la vitesse maximum 
de 519 mètres par seconde. 



Sur \ 

quelle partie 
de la macbine 

on évalue 
le travail moteur 

ou 
le Uavail résisUnt. 



Travail résis- 
tant sur Tarbre 
du volant de la 
machine à vapeur. 



Travail résis- 
tant sur la pre- 
mière roue mo- 
trice des muU- 
jennys. 



Travail résis- 
tant sur la 
première roue 
motrice des mull- 
jennys. 



Travail moteur 
sur le projectile. 



Id. 



Id. 



TRAVAIL 

dynamique 

exprimé 

en 

dynamodes , 

on 1000 kil. 

élevés 

ou 

descendus 

dei». 



350d 



17<> 



23< 



0^,192 



53* 



1640 



Résultat donné par 
M. Benoist. 



Ce résultat, donné 

Sar M. Benoist, estdé- 
uit de la supposition 
qu*un honmie i une 
manivelle produit dans 
sa loumée 160 dyna- 
modes, et fait marcher 
120 broches. 



Déduit de la 
manière de la sqipon- 
tion qu*un homme Dût 
marcher également 120 
broches. 



La consommation de 
poudre est de OUI, 0123. 



La consommation de 
poudre est de 2 kilo- 
grammes. 

La consommation de 
pondre est de 6 kilo- 
grammes. 
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NATURE ET QUANTITËS 

DBS 
EFFETS A PRODUIRE. 



Laminage du fer en barres. 

Pour febriqaer 100 kilogrammes de 
barres de 0,03 à 0,04 de grosseur eo 
carré, en laminant la fonte ronge sor- 
tant du foomeau d*affinerie. 

Jeu des machines soufflantes àpiston^ 
pour les hautS'foumeaùx. 

Ponr produire 3000 kilogrammes 

Ide fonte par jour, dans un haut- 
fourneau, en chassant Tair par un 
orifice circulaire de 0,05 de diamètre, 
arec une conduite de 120 mètres de 
long et de 0.15 de diamètre , la dé- 
pense d'air étant au minimum d*en- 
▼iroD 15 mètres par minute. 

Pour chasser Fair suffisant pour 
produire 8000 kilogrammes de fonte 
par jour , dans on haut-foumeail au 
coke. 

Notm. Le travAil consommé faiie eomme 
le cobe du rblome d'air i chasser par se- 
conde , y compris les pertes, et à peu près 
en raison iurerse de la 4« puisiance du dia- 
mètre de l'oriflM de sortie. 

Jeudes machines soUffUintes à piston, 
pour les fèuxè-affineries , de mar- 
ttnetewTy étireur et corroyeur. 

Pour entretenir un feu d*affinerie , 
en chassant 4 mètres d*air par minute 
arec une ritesse de 80 mètres par 
seconde, les frottements dans les 
tuyaux pouvant être négligés. 



Ponr entretenir un feu de marti- 
neteur, étireur et corroveur, en 
chassant moyennement â,é6 mètres 
cubes par minute , avec une vitesse 
de 62 mètres, les frottements dans 
les tuyaux pouvant être négligés. 



Sur 

quelle partie 

de la machine 

OD évalue 

le travail moteur 

ou 

le travail résistant. 



Travail résis- 
tant sur l'arbre de 
la roue motrice 
des laminoirs. 



Travail résis- 
tant sur le piston, 
non compris les 
frottements. 



Travail résis- 
tant sur l'arbre du 
volant d'une' ma- 
chine à vapeur. 



TRAVAIL 

dynamique 

exprimé 

en 

dynamodes, 

ou 1000 kil. 

élevés 

on 

descendus 

deiai. 



INDIGATIOMS 

Dia OBSSaVATBUBS 

ou 

BBS AUTBDBS 

qui ont 
cité les résuluts« 

Rêmarçum partieuliéreê. 



9840 



Résultat donné par 
M. Clément. 



Travail résis- 
tant sur le piston , 
non compris les 
frottements de 
toute espèce et les 
pertes d'air. 



Id. 



00,446 par Résultat déduit des 
seconde. I observations de M. D'Au- 
buisson. Suivant cel in- 
génieur, le travail d'une 
chute d'eau motrice doit 
être eirviron quatre fois 
celui qui est porté ici. 



20.60 par 

seconde. 



RésuKat donné par 
M. Clément. 



00,028 par 
seconde. 



00,011 par 
seconde. 



Résultat théorique dé- 
duit des danses d*air 
données par M. D*Au- 
buisson. Suivant cet ingé- 
nieur, le travail du à une 
chute d*eau motrice de- 
vrait être environ quatre 
fois celui qui est porté ici . 

Id, 



49 
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Il nous a paru utile de joindre ici un semblable résumé de ce que Ton connaît 
sur les quantités de travail que fournissent différents moteurs. Quoique nous 
ayons déjà indiqué quelques-unes de ces quantités , en parlant des moyens de 
recueillir le travail , cependant il sera plus commode de les trouver toutes réunies 
et d'avoir un plus grand nombre de résultats. 
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TABLEAUX des quantités de travail dynamique que fournissent les différents Moteurs, ou 
des Eléments qui serviront à trouver ces quantités. 

I " Pour les Hommes et les Chevaux, 



INDICATIONS 

DU MODE EMPLOYÉ 

PODR 

PRODUIRE LE TRAVAIL. 



Pour leê hommes. 

Un honmie en agissant avec 
ses jambes, pour élever seule- 
ment le poids de son corps en 
montant une rampe ou an esca- 
lier. 

Id. 



En agissant sur une roue à 
chevilles, comme dans une roue 
de carrière , en se tenant à la 
hauteur du centre. 

Id. En se tenant vers le bas 
de la roue. 

En montant une pente d'envi- 
ron 044 par mètre , et en éle- 
vant seulement le poids de son 
corps. 

En poussant ou tirant hori- 
zontalement, comme en manœu- 
vrant un cabestan. 

En tirant dans le halage. 



En agissant sur une manivelle, 
comme dans la sonnette à déclic. 

Id. 



En élevant une charge sur son 
dos. 



POINT 

où 
LE TRAVAIL 

EST IIESCai. 



Sur le poids du 
corps. 



Id. 



Sur la roue. 



Id, 

Sur le poids du 
corps. 



Sur le point où 
les bras agis- 
sent. 

Sur la corde. 



Sur la mani- 
velle. 

Id. 



Sur la charge. 



TRAVAIL DYNAMIQUE 
exprimé en dynamoues, 

ou 

1000 Ulogram. élevés à 1,00 



Par seconde 
pendant 
le travail. 



Par Journée 
de travail, 

le plus 

ordinairement 

de a heures 



Od,0097 

0,0071 
0,0090 

0,0064 
0,0064 

0,0072 

0.0038 
0,0060 
0,0054 
0,0019 



205 
â59 

251 
184 

207 

110 

172 

155 

56 



INDICATIONS 

DIS OBSBBTATEUKS 

OU 

DR8 AUTBOM 

qui ont 
cité les résultats. 

Remarquée particulière. 



2800 Suivant M. Navier. 



Suivant Coulomb. 



Suivant M. Navier. 



Id. 



Suivant 
M. HacheUe. 



Suivant M. Navier. 



Suivant 
M. UacheUe. 

Suivant M. Navier. 



Suivant 
M. Guéniveau. 

Suivant Coulomb. 
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INDICATIONS 

DU MODE EMPLOYË 
POU» 

PRODUIRE LE TRAVAIL. 



En tirant une corde pour éle- 
ver le mouton d*Qne sonnette à 
Ciraude. 



En élevant des poids par une 
brouette , en comprenant le 
temps perdu pour revenir i^ 
vide. 

Nota, Le temps da traTaU est ordi- 
nairement de huit heures; c'est d'après 
cette SQpposttion qu'on a caleule le 
travail par seconde de temps. 



Pour les chevaux. 

Un cheval ordinaire , attelé à 
un manège et travaillant pen- 
dant huit heures , en allant au 
pas. 

Id. 



Un cheval en allant au trot, 
et travaillant seulement de 4 à 5 
heures. 

Un cheval attelé à un manège, 
pour élever de Teau à Vaide de 

Eompes, travaillant de 5 à 6 
eures. 

Un cheval attelé à un manège, 
pour élever du minerai avec une 
machine à molettes , aux mines 
deFreiberg, en Saie. 

Un cheval attelé à un manège, 

Sour élever des pierres à Taide 
'un treuil. 



POINT 

où 
LE TRAVAIL 

IST MISDaÉ. 



Sur le poids 
élevé. 



Id. 



Id, 



Sur le trait. 



Id, 



Sur le trait. 



Surreau élevée. 



Sur le minerai 
élevé. 



Sur le poids 
élevé. 



TRAVAIL DYNAMIQUE 
exprimé en d y namodes , 

ou 

1000 kilogram. élcTés à 1,00, 






Par seconde 
pendant 
le tratail. 



0,0Ûâ5 



0,0017 



0,0012 



0,0105 



0,03S9 



0,0600 



0,031â 



0,0365 



0,0292 



Par Journée 
de trarai^, 

le plus 
ODdioalroBeBt 
de 8 heures 



72 

48 
35 



1166 



1123 



972 



618 



de 990 à 
1118 



INDICATIONS 

DBS OBSEaVàTBQRS 

ou 

DBS AOTBDBS 

qui ont 
ef té les résultau. 



Suivant Gouldmh. 



Suivant 
M. Lamandè. 

Suivait 
M. Hachette. 



SmtantM.Navier. 



Suivant 
M. Hachette. 

Suivant M. NavNfr. 



Moyenne de trois 
observatiom de 
M. HacbeCte. . 



Caté pair M. D'Au- 
buisaon. 



Observation de 

M. Hachette à 

Antony, près de 
Paris. 
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INDICATIONS 

DU MODE EMPLOrÉ 

poua 

PRODUIRE LE TRAVAIL. 



POINT 
LE TRAVAIL 

MT MBiOai. 



TRAVàILDTNAMIQUE 
exprimé en dynamodet, 

oa 
1000 kilogram* éleTésii.oo, 



Un fort cheTal , comme ceux 
doDt on fe sert en Angleterre , 
traTaîllant 8 heures en allant au 
pas. 



Le cheval fictif » di) cheval de 
machine, adopté parla plupart 
des mécaniciens français, comme 
unité pour une source continue 
de travail. 



Par seconde 
pendant 
le Iravail. 



Sur le trait. 



Sur le point où 
agit la force. 



0,0769 



0,0750 



Par Joomée 
de travail, 

le plQB 
ordinairement 
de 8 heures. 



2188 



2160 



INDICATIONS 

DES OBSBRVATBOaS 
OU 

DBS aoTEuas 

qui ont 

cité les résuluts. 

AMiar^net partieuliére 



Suivant WaU. Le 
travail estcalculé 
pour 8 heures ;fl 
est de 273 par 
heure, et de 
6564 par 24 
heures. 

Le travail est cal- 
culé pour 8 heu* 
res; il est de 
270 par heure, 
et de 6480 pour 
24 heures. 
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INDICATIONS 

DU MODE EMPLOYË 

POUR 

PRODUIRE LE TRAVAIL. 



En tirant une corde pour éle« 
ver le mouton d'une sonnette à 
tiraude. 



En élevant des poids par une 
brouette , en comprenant le 
temps perdu pour revenir k 
vide. 



JVola. Le temps do traTtil est ordi- 
nairement de boit heores; c'est d'après 
cette sopposlUon qu'on a caloole le 
trafail par seconde de temps. 



Pour les chevaux. 

Un cheval ordinaire, attelée 
un manège et travaillant pen- 
dant huit heures , en allant au 
pas. 

Id, 



Un cheval en allant au trot, 
et travaillant seulement de 4 à 5 
heures. 

Un cheval attelé à un manège, 
pour élever de Teau à Vaide de 

Eompes, travaillant de 5 à 6 
eurcs. 

Un cheval attelé à un manège, 
pour élever du minerai avec une 
machine à molettes , aux mines 
deFreiberg, en Saie. 

Un cheval attelé à un manège, 

Sour élever des pierres à Taide 
'un treuil. 



POINT 

où 
LE TRAVAIL 

IST MlSDftÉ. 



Sur le poids 
élevé. 



Id, 



Id. 



Sur le trait. 



Id, 



Sur le trait. 



Surreau élevée. 



Sur le minerai 
élevé. 



Sur le poids 
élevé. 



TRAVAIL DYNAMIQUE 
exprimé en dynamodes , 

ou 

1000 Ulogram. éioTés à i,oo , 



Par seconde 
pendant 
le Uaf ail. 



0,0Ûâ5 



0,(XH7 



0^12 



0,0105 



0,03S9 



0,0600 



0,031â 



0,0365 



0,i 



Par Joomée 
de travail, 

le plus 
onlloalrenieBt 
de 8 henres 



72 

48 
35 



1166 

1123 
972 

618 



de 990 à 
1118 



842 



INDICATIONS 

DES OBSIRVàTBQRS 

on 

DES AOnuas 

qai ont 

eftélesrésnltau. 



Suivant Gouldmb. 



Suivant 
M. Lamandè. 



^ivaçt 
M. Hachette. 



SuivantM.Navier. 



Suitant 
M. Hachette. 

Suivant M. NavNfr. 



Mayenne de trois 
observatiom -. de 
M. HacbeCte. . 



Gté paîr M. D'Au- 
buisson. 



Observation de 
M. Hachette à 
Antony, près de 
Paris. 
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INDICATIONS 


POINT 


TRAVàILDTNAMIQUE 
exprimé en dynamodes, 

ou 


INDICATIONS 

DES OBSBRVATBOftS 


DU MODE EMPLOYÉ 


oà 


1000 kilogram. élefésii.oo, 


ou 

DBS ▲OTBURS 


poua 
PRODUIRE LE TRAVAIL. 


LE TRAVAIL 

MT MBSDli. 


Par seconde 
pendant 
le travail. 


Par Joamée 

de travail, 

le plot 

de 8 heures. 


qui ont 
cité les résolues. 


Un fort cheTal , comme ceux 
doDt on fe sert eo Angleterre , 
trayaillant 8 heures en allant an 
pas. 


Sur le trait. 


0,0769 


2188 


Suivant Watt. Le 
travail est calculé 
pour 8 heures ;fl 
est de 273 par 
heure, et de 
6564 par 24 
heures. 


Le cheval fictif» di) chwal de 
machine, adopté parla plupart 
des mécaniciens français, comme 
unité pour une source continue 
de travail. 


Sur le point où 
agit la force. 


0,0750 


2160 


Le travail est cal- 
culé pour 8 heu- 
res; il est de 
270 par heure , 
et de 6480 pour 
24 heures. 
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INDICATIONS 

DU MODE EMPLOYÉ 

POUR 

PRODUIRE LE TRAVAIL. 






En tirant une corde pour éle^ 
ver le mooton d'une sonnette à 
tiraude. 



En élevant des poids par une 
brouette , en comprenant le 
temps perda pour revenir k 
vide. 

JVola. Le tempi do travail est ordi- 
nairement de boit heures; c'est d'après 
cette supposition qu'on a caleale le 
travail par seconde de temps. 

Pour les chevaux. 

Un cheval ordinaire, attelée 
un manège et travaillant pen- 
dant hait heures , en allant au 
pas. 

/d. 



Un cheval en allant au trot, 
et travaillant seulement de 4 à 5 
heures. 

Un cheval attelé à un manège, 
pour élever de Feau à Vaide de 

Eompes, travaillant de 5 à 6 
eures. 

Un cheval attelé à un manège, 
pour élever du minerai avec une 
machine k mofettes , aux mines 
deFreiberg, en Saie. 

Un cheval attelé à un manège, 

Sour élever des pierres à Taidc 
'un treuil. 



POINT 

où 
LE TRAVAIL 

IST MlSDaÉ. 



Sur le poids 
élevé. 



/d. 



/d. 



Sur le trait. 



/d. 



Sur le trait. 



SarFeau élevée. 



Sur le minerai 
élevé. 



Sur le poids 
élevé. 



TRAVAIL DYNAMIQUE 
exprimé en dynamodes , 

ou 

1000 Ulogram. élevés à 1,00 , 



Par seconde 
pendant 
le travail. 



Par Journée 
de travail, 

le plus 
onlinairtaneBt 
de 8 heures 



0,0025 



0,0017 



0^2 



0,0105 



0,03S9 



0,0600 



0,0312 



0,0365 



0,0292 



72 

48 
35 



1166 

1123 
972 

618 



de 990 à 
1118 



842 



INDICATIONS 

DU OBSEaVàTBQRS 

on 

DBS Aonuas 

qui ont 

d té les résultau. 



Suivant Gouldmh. 



Suivant 
M. Lamandè. 

Saîvaçt 
M. Hachette. 



SuiTantM.Navier. 



Snitant 
M. Hachette. 

Suivant M. Navivr. 



Mayenne de trois 
observatiom de 
M. Hachette. 



Qté par M. D'An- 
buisson. 



Observation de 
M. Hachette à 
Antony, près de 
Paris. 
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INDICATIONS 


POINT 


TRAVAILDTNAMIQUB 
exprimé eo dynamodet. 


INDICATIONS 






ou 


DES OBSBRVATBOM 


DU MODE EMPLOrÉ 


oà 


1000 kilogram* élevés ii.oo, 


OU 
DBS ▲OTBUas 






,„ ,1,11 


qui ont 


poca 


LE TRAVAIL 




Par joamée 
detrataii. 


cité les résulUU. 


PRODUIRE LE TRAVAIL. 


MT MUDli. 


pendant 
le travail. 


le plus 
de 8 heures. 




Ud fort cheTal , comme ceux 


Sur le trait. 


0,0769 


2188 


Suivant WaU. Le 


doDt OD se sert eo Angleterre , 








trayailestcalculé 


traTaillant 8 heures en allant au 








pour 9 heures; il 


pas. 






• 


est de 273 par 
heure, et de 
6564 par 24 
heures. 


Le cheval fictif» di) chwal de 


Sur le point où 


0,0750 


2160 


Le travail est cal- 


machine, adopté parla plupart 


agit la force. 






culé pour 8 heu- 


des mécaniciens français, comme 








res; il est de 


unité pour une source continue 








270 par heure, 


de travail. 








et de 6480 pour 










24 heures. 
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3° Peur la Chaleur employée dans les Machines à vapeur. 



INDICATIONS 


PRESSIONS 


POINT 


TRAVAIL 

DTNAIIIQUB 

produit par 
la combuition 


INDICAHONS 

DBS OBSSliyATSCKi 
00 






ou 


d'un 


DES AUTEURS 


DES SVSTÈMES 


. CD 




kilogramme 

de charbon, 

exprimé 


qui ont 






LE TRAVAIL 


cité les résultats. 


w«.^i« ^m A y^ww&v^'^^s 


«tmosphères. 




end^namodes 




DE MACHINES. 




BST MESURA. 

- 


ou 1000 kilog. 
élevés A i»,oo. 

- 


KemarqMe» particulières. 


Machines des mines de Va- 


de3à4 


Sur le minerai 


de21 à22<» 


■ 

Observations de 


lencieones, avec détente, em- 




élevé. 




M. Combes , ingé- 


ployées à élever du minerai , 








nieur des Mines, 


avec un charbon de terre de 








faites avant Tan- 


mauvaise qualité. 








née 1824. 


Idem, avec du charbon de 


deSài 


Id. 


dé31à32 


Id, 


meilleur^ qualité. 










Machine à détente établie à 


de3à4 


Sur l'eau éle- 


de4«à50 


Observations de 


Paris, au Gros-Caillou, brûlant 




vée seulement, 




M. de Prony, en 


du charbon de terre d'Auvergne 




laquelle a été 




1821. 


et de Blanzy. 




mesurée très- 
exactement. 






Machine de M. Fnmot, à 


8 


Sur Teau éle- 


87 


RésulUts d'ob- 


haute pression , sans condenseur 




vée, exactement 




servations faites 


et presque sans expansion , em- 
ployée à élever de reau à Brest. 




mesurée. 




par une Commis- 








sion nonunée par 










le Ministre de la 










Marine. 


Machine établie à Londres 


delà2 


Sur l'eau éle- 


96 


Observation de 


pour élever de Veau, 




vée , exactement 
mesurée ; non 
compris les frot- 
tements du li- 
quide dans le 
tuyau de con- 
duite. 




M.Anderson,citée 
par M. Genyes. 


Pour Tcnsemble des machines 


delà 3 


Sur l'eau éle- 




Moyenne des 


des mines de Cornouailles, em- 




vée , mais en la 




observations de 


ployées à élever de Icau. 




mesurant par la 




M. Léan , citées 




course, des pis- 




dans le Traité de 






tons seulement. 




Nicolson. L'eau 
élevée étant cal-. 


Produit moyen, en 18tl. 






55 
64 


culée d'après la 


en 1812. 






course des pistons 


en 1813. 






70 


serait évaluée au 


en 1814 et 1815. 






73 


moins à un 5* en 
sus de ce qu'elle 
doit être. Mais 
comme évaluation 
du travail dispo- 










nible pour Fappli- 
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TRAVAIL 


INDICATIONS 


INDICATIONS 


PRESSIONS 


POINT 


produit par 

lu cuiiilluotion 


DEK «iBHEaVATEinS 

ou 






où 


d'un 


DF.N AITEIRS 


DES SYSTÈMES 


en 




kito^i anime 


qui ont 






LE TRAVAIL 


de charbon , 
exprimé 


cité k's rèsultaU. 


DK MACHINES. 


atmosphères. 


EST IIBSDIÉ. 


endynamodes 
ou 1000 kilog. 
élevés A i«,00. 


Remarque» particuhére$ . 










quer à un autre 










effet, ces résultats 










pourraient ne pas 










être trop forts , eu 










égard aux pertes 










de travail par la 










transmission jus- 










qu'à Teau à élever. 


Pour l'ensemble des machines 


del à 3 


Sur l'eau éle- 




Ces nombres sont 


des mines de Cornoaaillcs , sans 




vée , mais en la 




extraits d'une note 


distinction de machines, une 




mesurant par la 




de M. Ilcnwood. 


grande partie étant à détente. 




course des pis- 
tons seulement. 




insérée dans le 
Journal d*Ëdim- 


Produit moyen, en 1824. 






07 


bourg. janvier 


en 1825. 






105 


1829. L'eau élevée 


en 1826. 






103 


est évaluée de 


en 1827. 






115 


même par les cour- 


en 1828. 






126 


ses des pistons. On 
fera à ce sujet la 


Nota. Une des machines est donnée 








même observation 


comme ayant prodoit Jusqu'à sisdpour 
1 kilog. de eoarbon. Quelque réduc- 








que ci-dessus. 


tion qu'on fasse pour la différence entre 






• 




la quantité d'eau élevée et celle qui est 










calculée d'après la course des pistons, 










le produit sera encore très -considé- 
rable. 










Pour les diTers systèmes de 


de i à 4 


Sur Tarbrc du 


de54il06. 


Ces deux pro- 


machines qui se font aujonrd*hai 


environ. 


▼olant. 




duits supposent 
que la consomma- 


en France , suivant ce qu*annon- 








cent les constructeurs. 








tion de charbon est, 
pour chaque force 
de cheval , de 
2k" .50 à 6«'»« par 
heure, ondeeoi'U 


























à 120^" par 24 










heures. 



JVoia. La combustion d'un kilogrammo de poudre produit . 

1* Sur le projectile dans le fusil de gros calibre. 15^ 

T Sur le projectile dans une pièce de 24 27^ 
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3^ Pour le Fent. 



INDICATIONS. 



Pour on Boulin ordinaire, 
portant 4 ailes , ayant nne ten- 
ture de liV^ydO de longoeor, et 
2* de largeur; cette tentore 
commençant à Sh,00 de l'axe. 



F'ent frais. 

Pour one yitesse du vent de 
â»,27 par seconde. 



Fent bon frais y faible. 

Pour une Titease de V>,05 par 
seconde. 



Fent bon frais, plus fort. 

Pour une vitesse de 6" ,50 par 
seconde. 

Forte brise. 

Pour une Titesse de O",!^; 
mais la tenture des ailes n*ayant 
plus que ^,30 de longueur, en 
commençant toujours à 2* de 
Taxe. 

Fent moyen d'une année. 

En ayant é^rd au temps de 
repos et aux différents vents. 



POINT 

où 

LB TRAVAIL 

UTMlMEl. 



Sur Tarbre 
oui porte les 



Id. 



Id. 



Id. 



Id. 



TRAVAIL DYNAMIQUE 
eiprimé 

M DTIAM0DR8, 

on lOOS UlograniBiet 
élevés à i»,00. 



Par 
Meondo. 



00,035 



0,148 



0,631 



0,890 



0,210 



Par 
24 heare». 



2160 



12787 



54518 



76896 



18iU 



REMARQUES 



PARTICDLlÉaBS. 



Toutes ces quan- 
tités de travail ré- 
sultent des obser- 
vations laites an- 
ciennement par 
Coulomb sur des 
moulins dw envi- 
rons de Lme. 



Produit égal à 0,3S 
cbeval de ma- 
chine de 0^,075 
par seconde. 



Produit égal A 1,97 
cheval de ma- 
chine. 



Produit égal à 8,41 
chevaux de ma- 
chine. 



Produit égal à 
1 18 cCevaux 
de machine. 



Ce travail moyen 
déduit de Tobser- 
vation de l'huile 
fabriquée, revient 
au tiers de celui 
que donnerait un 
vent constant de 
6'',S0;ilestégalau 
produitde2,80che- 
vaux de machine. 
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4° Pour les chutes ddeau et les courants , le travail recueilli étant comparé 

à celui qui résulte de la chute. 



INDICATIONS 


MANIÈRE 


POINT 


PORTION 


INDICATIONS 




dont 




du 


DES OBSERVATEUIS 


des 


Ubauteurde la chute 


où 


Travail total 


OU 


MACHINES EMPLOYÉES 
poor recoeiilir 


est estimée 

poor évaluer le travail 

que Ton compare 


LE TRAVAIL 
recueilli 


de la chute 

avec la vitesse 
de la roue 


DBS ACTBimS 

qui ont 
cité les résuluts. 


LE TRAVAIL. 


à celui 
qu'on recueille. 


est mesuré. 


qui convient 
au maximum. 




Roue à palettes planes dans la 


Du niveau de 


Sur les 


0,30 


Observation de 


direction des rayons, ces palet- 


Teau dans le ré- 


palettes mê- 




Smeaton sur une 


tes éunt assez imparfaitement 


servoir supé- 


mes. 




petite roue d'expé- 


emboîtées. 


rieur, au fond 
du coursier , 
dans lequel Feau 
s'écoule sous la 
roue. 






rience. Moyenne 

des résultats 
moyens, pour cha- 
que changement 
dans les éléments. 


/d. 


Id. 


Sur le 
poids élevé 
par une 
corde s'en- 
roulant sur 
Farbredela 
roue. 


0,28 


Id. 


Roue à palettes planes de 0,88 


Du niveau de 


Sur des 


0.25 


Observation de 


de large sur 0,40 de haut, re- 


l'eau dans le bief 


pilons que 
hit mar- 




M. Poncelet, sur 


cevant Teau sous tne chute de 


supérieur au ni- 




une rooe d'une 


2",10; les palettes ayant, dans 


veau de l'eau 


cher l'arbre 




poudrerie à Meti. 


le coursier, un jeu d'environ 


dans le bief in- 


de la roue. 






0,04. 


férieur. 








id. 


Id. 


Sur l'ar- 
bre de la 
roue. 


0.3* 


/d.RésulUt dé- 
duit approximati- 
vement du précé- 
dent, en évaluant 
les frottements par 
aperçu. 


Roue A palettes planes dans 


Il n'y a pas de 
chute ni de tra- 


Sur un 


0,23 


Observation de 


un courant beaucoup plus large 


poids élevé 




M. Christian , sur 


que ces palettes. 


vail moteur dé- 


à l'aide 




une petite roue de 




terminé; mais 


d'une corde 




0,63 de diamètre. 




on peut conve- 


enroulée 








nir de comparer 


sur Tarbre 








le travail re- 


de la roue à 








cueilli à la force 


palettes. 








vive que possé- 










derait une por- 










tion du courant 









43 
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INDICATIONS 


MANIÈRE 
dont 


POINT 


PORTION 
du 


INDICATIONS 

DES OBSERVATECRS 


des 


la hauteur de la chute 


où 


Travail total 


OU 


MACHINES EMPLOYÉES 


est estimée 
pour évaluer le travail 


LE TRAVAIL 


de la chute 
qu'on recneille 
avec la vitesse 


DES AUTEURS 

qui ont 
cité les résultats. 


pour recueillir 


que Ton compare 


recueilli 


de la roue 




LE TRAVAIL. 


à celui 
qu'on recueille. 


est mesuré. 


qui convient 
au maximum. 


Remarque» particulière*. 




dont la section 










serait la surface 










même des aubes. 








Roue à aubes courbées verti- 


Du niveau de 


Sur Tarbre 


0,51 


Observation de 


calement , de M. Poncelet , exé- 


Teau dans le bief 


de la roue. 




M. Poncelet. 


cutée en grand , sous une chute 


supérieur , au 






Moyenne des résul- 


de l"",!! environ. 


niveau de Teau 
dans le bief in- 
f7rieur à la 
sortie de la roue. 






Uts moyens pour 
chaque change- 
ment dans les élé- 
ments. 


Roue à augets, n ayant qu'un 


Du niveau de 


Sur les 


0,65 


Observation faite 


diamètre moindre que la hauteur 


Teau dans le ré- 


augeU roè 




en petit, par Smea- 


de la chute , et recevant Teau à 


servoir supé- 


mes. 




ton. Moyenne des 


son sommet. Cette roue exécutée 


rieur, an fond 






résultats moyens 
pour chaque chan- 


en petit pour une expérience. 


du coursier ho- 








rizontal au-des- 






gement dans les 
éléments. 




sous de la roue. 






Id. 


M. 


Sur le 
poids élevé 


0,61 


Id. RésulUt dé- 
duit par approxi- 
mation de l'obser- 






par une cor- 








de qui s'en- 
roule sur 




vation précédente. 














l'arbre de 


« 








la roue. 






Roue à augeUou à palettes. 


Du niveau de 


Sur Tar- 


0,73 


Évaluation ad- 


parfaitement emboîtées dans un 


l'eau supérieure 


bre de la 




mise par les An- 


coursier et faisant fonction d'au- 


au niveau de 


roue. 




glais, pour estimer 


gets, comme elles sont construi- 


l'eau inférieure. 






le travail qui sera 


tes en Angleterre. 








reçu de l'arbre de 
ces roues. Ce ré- 
sultat suppose que 
la quantité d'eau 
est assez considé- 
rable pour que les 
pertes , par le jeu 
autour des palettes, 
soient peu de chose 


















en comparaison de 










cette quantité 










d'eau. 


Roue à augets recevant Teau 
un peu au-dessus du centre. 


La chute est 


Sur un 


0,78 


Observation de 


calculée du ni- 


poids élevé 




M. Christian, sur 


mais avec un coursier qui les 


veau du bief su- 


par une cor- 




une roue de 3'",28 


emboîte pour éviter les pertes 


périeur au fond 
du coursier, sous 


de qui s'en- 




de diamètre et une 


d'eau. 


roule sur 




chute de 2-,4«. 
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INDICATIONS 


MANIÈRE 


POINT 


PORTION 


INDICATIONS 




dont 




du 


DES OBSIRVATEUaS 


des 


la hauteur de la chute 


où 


Travail toul 


ou 


MACHINES EMPLOYÉES 


est estimée 
pour évaluer le travail 


LE TRAVAIL 


de la chute 
qa'on recMlUe 


DBS AUTEURS 

qui ont 


pour recueillir 
LE TRAVAIL. 


que l'on compare 

à celui 
qu'on recueille. 


recueilli 
est mesuré. 


avec la vitesse 

de la roue 

qui convient 

au maximum. 


cité les résultats. 
Remarquée partieuliirei. 




la roue; mais 


Tarbre de 




L'expérience a eu 




elle se trouve 


la roue. 




peu de durée ; mais 
fa force vive, ac- 




ainsi un peu 








faible. 






quise par la roue , 
éuit assez petite 
pour être négligée. 


















Roue horizontale de M. Bur- 


Du niveau du 


Non 


de 0,65 à 


RésnlUt énoncé 


din , dans le système des roues 
proposées par Borda. Ces roues 


bief supérieur 


énoncé. 


0,75 


par M. Burdin, 


au niveau du bief 






dans la 3* livraison 


tournent autour d'un axe verti- 


inférieur. 






des Annales des 


cal; elles sont formées de ca- 








Mines , année 


naux courbés verticalement. Ces 








1828. 


canaux ont leurs ouvertures su- 










périeures au milieu delà hauteur 










de la chute , et leurs issues infé- 










rieures au bas de la chute ; ils 










reçoivent Teau lorsqu'elle a ac- 










quis delà une vitesse due à la 
moitié de la chute. La forme de 


















ces ouvertures supérieures et la 










vitesse qu'on laisse prendre à la 










roue sont combinées de manière 










que l'eau entre sans choc et sort 










sans vitesse sensible. Ces roues 










conviennent à des chutes qui 










fournissent peu d'eau et qui ont 










lune assez grande hauteur. 











FIN. 



FRAGMENTS. 



I. 



DES PONTS SUSPENDUS. 



Un pont suspendu est formé d'une chaîne AM,M,, etc. (Gg. 17) , dont les 
chaînons sont des barres de fer ou des cordes en fils de fer. Aux points de réu- 
nion Mo M, y etc. y de ces chaînons sont suspendues des tiges de fer M.Ps, 
M.P. , etc. , qui portent le plancher CD du pont. 

La condition nécessaire et suflSsante pour l'équilibre de tout le système, est 
qu'à chaque angle M», M, , etc. , de la chaîne, les trois forces dont l'action est 
produite par les deux chaînes , et la tige verticale se fassent équilibre. Cette 
condition servira à déterminer toutes les inconnues du problème, c'est-à-dire 
la forme AM.M, , etc., du polygone, et les tensions qu'éprouvent tous les 
chaînons. 

Désignons par p le poids de l'unité de longueur du plancher horizontal , par 
p' celui de l'unité de longueur de la chaîne, et par />" celui qui se rapporte aux 
tiges. Nous supposerons d'abord que le nombre des chaînons soit pair, et nous 
représenterons ce nombre par an. Nous désignerons par a la distance horizon- 
tale CD qui sépare les culées, et par h la hauteur MoP» du point le plus bas M» 
au-dessus du plancher; par 6,, 6., Q», les inclinaisons des chaînons successifs, 
depuis celui qui part du point le plus bas Mo* Désignons par T la composante 
horizontale de la force avec laquelle tire chaque chaînon dans sa propre direc- 
tion. 
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Les équilibres aux angles Mo « M.» M>, etc., fourniront pour première condi- 
tion que la force T soit la même pour deux chaînons consécutifs , puisque les 
composantes horizontales doivent se détruire. 

Les composantes verticales doivent aussi se détruire ; donc , en décomposant 
le poids de chaque pièce en deux poids égaux , appliqués aux deux extrémités 
où elle est attachée , on trouvera les équations suivantes : 

T(Unge.-tange, = | + ^'(.^.|.UngO.) + ^(^+^^ 
T(Ung03-Ung0j = g+;/'[A + ^(tange.+ taog0j]+g 

T (!angO«« tango.,-,) =^^+ / [^ + ^^^^^^' + tang«. • + tang(U-i)] 

+ ^f_i_+_i_V 
in \co80|»-, cosO.,/ 

Ces équations seront en nombre n. 

En se donnant la hauteur AG = H , on aura de plus 

*+ ^ (tango. + tango. +... + (ang(W) = H. 

Ayant ainsi n + i équations, on déterminera T, et les n angles 6., 9.,.-. fl». 

Si le nombre des côtés du polygone formé par la chaîne était impair , le 
chaînon du miheu serait horizontal ;et en appelant 9. Tangle de son inclinaison 
à l'horizon , on aurait Bo = o. Le nombre des chaînons étant 2n+ 1 , on aurait 
toujours lea w -f. I équations ci-dessos pour déterminer les angles 9. , 9.,... Su, 
et la tension T. Seulement il faudrait y mettre --^^ , au lieu de ^ • et la 
première équation deviendrait en outre 

2n-^ 1 ^ ^ ^ 4/1 V cosO./ 
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Le problème le plus simple est celui où Ton se donne T et a , et où l'on 
demande. H. Alors, il est clair que l'on aura successirement 9,, e,,.- 6», et 
par suite H. 

L'équation qui donne 6^ en fonction de 6., 0,, Qm _i donnera, en posant 
pour abréger 

•A=Ttang6«-, + g+;,' [)k + ^((ange. + langO....+tangO«.o] +" ï;^^^^^ » 
et R — "^P 

, ^ AT + B\/A* + r— B* 
tange. = r-B-. • 

Dans la pratique, il sera souvent commode de faire le dessin de la chaîne , 
et de prendre au compas les hauteurs successives des tiges, jusque la der- 
nière H. L'épure est très-facile à faire. 

Supposons, pour fixer les idées, que le nombre des côtés soit impair, et 
qu'on parte de l'extrémité Mo (fig. i8) , du côté horizontal pour tracer succes- 
sivement les autres côtés, ou leurs parallèles, partant de ce point M.,. On 
prendra d'abord une ligne horizontale M^A pour représenter la tension T. 11 
sera commode de choisir pour cela une ligne telle que le poids d'une partie du 
plancher ayant cette longueur, soit égal à cette force T telle qu'on est supposé 
se l'être donnée. A l'extrémité A on élèvera une perpendiculaire AB, dont 
la longueur sera telle qu'une partie du plancher égale à cette longueur, pèse 
un poids qui soit celui de la partie du plancher comprise entre deux tiges de 
suspension successives, augmenté du poids de la tige au premier angle M». 
Ensuite, on se servira d'une règle ayant une largeur ah égale à la longueur du 
plancher qui donnerait un poids égal à celui qu'aurait la chaîne horizontale, 
entre deux tiges de suspension : on fera passer le dessus de cette règle par le 
point B, ; la ligne M»M, dessus de la r^le , sera la direction du second chaînon. 
La même construction s'appliquera aux^autres chaînons. 

Quel que soit le nombre des chaînons d'une chaîne de pont, la construction 
du polygone qu'elle forme sera si facile , qu'on peut se servir de cette manière 
d'opérer pour résoudre le problème inverse , qui consiste à déterminer T quand 
on s'est donné la flèche totale de la chaîne H — h. 



• 
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Pour cela 9 on commence parle résoudre par le calcul dans le cas où Ton 
néglige la variation de poids agissant d'un angle à l'autre. 

On prendra pour ce poids une- constante égale à peu près à la valeur moyenne 

qu'on présumera que ce poids devra avoir. En le désignant par , on aura 

ainsi pour un angle quelconque 



T (UngO«i — tange«-i) = 



2/1 + 1' 



et par suite 



T tango. = ^_p-^. 
TtengG.= 



TUiigO,= 



2/1+1' 

ma 

2/1+1' 



_^ ^ nUa 

TtangO, = ; 



2n + l 



Si l'on suppose j,, j,, /,, etc. , les ordonnées des sommets des angles du 
polygone rapportés à une horizontale passant par le point le plus bas, on aura 



d'où l'on tire 



_ atange, 
•^' "" 2n + t' 
_ g tango. 



ataDffOg» 



En remettant pour ces tangentes les valeurs précédentes , on aura 

__ na' (I +2-4-3... +/n) 
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En faisant m=:n ^ ou a pour la valeur de ^» ou H — A , 

^ ^^ lla«ii(ii+l)' 

2T (2/1+1)* ' 

d'où 

T- ^ IIa'/i(/>-Hr 

a(H — A)(2/i-hl)»' 

Cette valeur de T suffira dans un grand nombre de cas où Ton peut négli* 
ger la variation de poids des chaînons et des tiges, devant la partie constante 
des poids qui agissent k chaque angle. Elle fera connaître la tension horizontale 
de chaque chaînon, puisque cette force est la même pour tous les chaînons, 
et par suite la traction horizontale aux deux points de suspension de la 
chaîne. 

Si Ton veut la direction du chaînon le plus près du point d'attache, on aura 

l.n..ft. ♦(H- A) (211 + 1) 

a«(ii+l) 

Il serait facile de voir que , s'il y avait un nombre pair de chaînons, on aurait 
pour le premier , 

2TUnge.= ^, 

pour le second, 

na 
T(taDge.-taDgOJ = J-. 

et ainsi de suite, ce qui donne 

TtongO.»"^ («-?), 
d'où 

^"«•• = ^('"-î)- 
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Or, comme (dans le cas d'un nombre pair de chaînons) on a 






ym—ym-i — '^*»ae»mi 



d'où 



^«. — ^ (tong*. + tug •.... + UDg*») , 



on aura, en faisant succescÏTement m es i , a , 3,... dans la valeur précédente 
de tang 9m > et substitoant daas celle de j^,, , 



ou 


Ua* m* 


et en faisant m^zn^ 








d'où 






T "-»' . 



■8(H — A)' 
et par tuite 

na(m -î) . 8(H-A)- *(H - h) (m- 1) 

**"8'*"= â^TïiT = li^ 

En se servant de Tune ou l'autre de ces valeurs de T, on aura la tension hori- 
lontale de la culée avec une approximation suffisante. 

Mais si l'on vent construire exactement la forme de la chaîne, en ayant 
égard aux variatiofhs de poids aux angles , on prendra le poids n pour celui 
du mètre de longueur du pont, y compris le poids d'une tige d'une longueur 
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moyenne, évaluée approximativement , et le poids de la chaîne dans une incli-^ 
naison moyenne égale à la moitié de Findinaison extrême. 

Avec cette tension T, on fera Tépure de la chaîne. Si Ton trouve la flèche 
H — A, un peu différente de la valeur qu'on lui a donnée , on diminuera T, si 
H — h est trop petit , ou on l'augmentera , si H — A est trop grand. On choisira 
ensuite une valeur de T qui soit placée par rapport aux deux qu'on a déjà em- 
ployées, comme la valeur de H — h qu'on veut obtenir est placée par rapport 
à celles qu'on a obtenues. Cette méthode est fondée sur ce que les petites va- 
riations d'une fonction quelconque d'une variable sont proportionnelles aux 
variations de cette variable. On obtiendra graphiquement la valeur de la ten- 
sion inconnue T en portant comme abscisses les tensions T^ et T'' employées , 
et comme ordonnées les flèches (H — h) correspondantes; puis traçant une 
droite par les deux points fournis par ces ordonnées, le point où elle coupera 
l'horizontale à la hauteur H — h qu'on veut obtenir , donnera par sa distance 
à l'origine la valeur de T qui y correspond. 

On pourra suivre la même méthode pour arriver à une valeur très-approchée 
de T, lors même qu'on aura formé le polygone en calculant tous les angles par 
la formule 

AT + B \/a*4-T»— B' 



tang6„» = 



B" 



On peut remarquer que la valeur de y„^ , quand on néglige la variation de 
poids aux angles, démontre que les sommets de ces angles sont sur une para- 
bole. En efiet : si l'on représente par x la distance d'un de ces sommets du nu- 
méro m au milieu de la chaîne, on aura pour 2n + i chaînons 

^ = "z — r^ • I ''i + - If 
2/1 + 1 V 2/ 

et pour 2n chaînons 

a 
2// 



Ainsi, dans le premier cas, on aura en remplaçant par -, dans 

l'équation (j?). 



^+1 
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n»» (m + 1) x* 
2T(«.+-) 

et dans le second , en remplaçant — par ^ , dans l'équation (jr) , 

•^*"" 2Tm* ""if' 

Ces deux valeurs sont les ordonnées de paraboles qui changent un peu de 
forme avec le nombre n. On voit qu'à mesure que n augmente, ces courbes 
approchent indéfiniment de la parabole dont l'équation est 

y- 2T 

En même temps , T tend à devenir 

lia' 



T = 



8(H-A), 
ce qui donne , comme cela devait être, 

Dans les applications , il y aura toujours plus d'exactitude à considérer les 
polygones que les courbes continues; et comme les formules n'en sont guère 
plus compliquées, nous ronseillerons d'abandonner la considération des 
courbes. 



II. 



DE LA POUSSEE DES TERRES. 



Le premier problème qu'on se propose de résoudre dans la théorie de la 
poussée des terres est celui-ci: on suppose que Ton coupe une masse de terre, 
suivant un plan incliné qu'on nomme talus; on veut déterminer la plus grande 
inclinaison qu'on puisse donner à ce talus sans qu'il se détache aucune portion 
de terre. 

Ce problème peut se résoudre en supposant que les terres ne se sépareront 
que suivant un plan. 11 est clair en effet que la rupture suivant une autre forme 
serait toujours moins favorable à la séparation et au glissement d'une partie 
supérieure sur celle de dessous ; et qu'ainsi , la rupture étant supposée ne pou- 
voir se faire suivant un plan, ne se ferait pas à plus forte raison d'une autre 
manière. 

Examinons donc comment on peut exprimer la condition pour qu'une masse 
de terre ABC (fig. 19), terminée par le talus AB ne puisse se rompre suivant 
un plan quelconque MN. 

Pour arriver à cette condition, il est nécessaire de connaître la force qui 
retient le prisme de terre MBN contre la face MN. 

Si, après avoir déblayé un terrain homogène, on a laissé subsister un prisme 
dont ABCD (fig. 20) représente une section , qu'on l'enveloppe dans une caisse 
sans fond, et qu'on mesure l'effort qu'il faut faire pour arracher le prisme en 
agissant horizontalement sur cette caisse , on trouve que cet effort peut se re- 
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présenter par deux termes; le premier proportionnel à 1 étendue de la surface 
AD suivant laquelle se fait Tarrachement , et le second proportionnel à la charge 
totale que supporte cette face AD , soit par l'effet du poids du prisme ABCD , 
soit par Feffet de poids additionnels qu'on aurait placés sur la face BC. Ainsi y 
a désignant la surface de contact en AD, et P la pression qui se produit sur 
cette surface, l'effort F nécessaire pour arracher le prisme ABCD en produisant 
la rupture suivant la iMse AD sera exprimé par 

y*et (^ étant des coefficients que l'expérience détermine. 

On a trouvé que/* varie depuis 0,60 pour des sables, pour lesquels le terme 
{*a est nul , jusqu'à 1,4^ P^^^ ^^^ terres compactes, pour lesquelles le coefficient 
i^ est de 568 kil. Ce dernier coefficient s'abaisse à i36 kil. pour des terres 
franches, et devient nul, ainsi que nous l'avons dit, pour des sables très-secs. 

Pour que le prisme MBN (fig. ai) , ne puisse se séparer, il faut que la force 
qui le retient soit supérieure à celle qui tend à le faire glisser. 

Désignons par h la hauteur MD , par j* la tangente de l'angle DMB, et par x 
celle de l'angle DMN. Représentons par n le poids de l'unité de volume de la 
terre qui forme le solide ABC. Nous supposerons que les prismes que nous 
considérons aient l'unité linéaire pour épaisseur perpendiculairement au plan 
de la figure, en sorte que nous n'aurons à considérer que les superficies de leurs 
bases, représentées sur la figure. 

Le poids du prisme MBN produira dans le sens de MN une composante 
égale à 

La force qui retient ce prisme doit être formée de deux termes : l'un pro- 
portionnel il la pression P perpendiculaire k MN, et qui sevsLjV ou 

l'autre proportionnel à la longueur MN, et qui sera 
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Ainsi il faudra pour qu'il n'y ait pas rupture, qu'on ait 

2 V/l + x* ^ ^ « V/l+x' 

Pour abréger, représentons cette inégalité par 

Si l'on avait 

f{x,y) = (^,... (A) 

la rupture pourrait avoir lieu suivant l'inclinaison x. 

Pour déterminer la valeur de y qui est la limite de celles qui permettent 
d'obtenir des valeurs réelles pour x , il faut chercher celle qui correspond à des 
racines égales pour x\ en d'autres termes il faut poser 

^î:i^'=o... (B) 

dx 

Cette équation (B) jointe à la précédente (A) déterminera la valeur de/ qui 
donne la limite des talus qui rendent la séparation impossible. La valeur de x 
correspondante à celle de y ainsi déterminée donnera l'inclinaison du plan de 
rupture correspondant à cette limite^ de talus. 

Cette théorie peut-être éclaircie par les considérations géométriques suivantes. 

Siy(x , /) = o, représente une courbe , la condition f{x , /) > o , sera sa- 
tis&ite pour les points situés d'un cdté déterminé de la courbe; et il faudra 
pour la stabilité des terres, prendre/ de manière à obtenir un point situé de 
ce côté. Mais comme, dans le cas qui nous occupe, la fonction y*(x , /) croit 
avec/, il est facile de voir que pour satisfaire à l'inégalité f{p^yf) > o, dans 
tous les cas possibles, il faudra prendre / supérieur à son maximum par rap- 
port à X, tiré de réquationy(x,/) = o. 

Or, cette équation donne en différentiant <» 

dx "^ dy ' dx'^ ' 
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et comme pour le maximum de^^ par rapport à x, on a 

il reste 



dx = *' 



dx ~ ' 

vu que, dans le cas où nous sommes —^ — ne peut devenir infini. 

La limite de jr, et la valeur correspondante de x seront donc données par le 
système des deux équations 

f(x,y) = Q, ^ 
et 

La première de ces équations', dans le cas qui nous occupe, peut s'écrire 

(* -^) (1 -A) - 1^ (1 + jt') = , 
OU en posant -rr'^p 9 et résolvant par rapport à^, 



•"{-5)-/-4#- 



Sous cette forme , Téquation doime la même valeur pour ^ ou pour \^ ' i 
ainsi Ton a pour le maiiimum de j, 






/ (1 -/*)• 

d'où 



'-/ 



yb-V'"^]' 
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et par suite 

y ^J^J^ [/,-V^>(/,+/)(i+/-)J; 

Si p était nul , c'est-à-dire si la résistance à la séparation n'était qu'une espèce 
de frottement ne dépendant que de la pression, on aurait 

1 

Ce qui doit être, puisqu'alors l'angle DMN doit être le complément de l'angle 
du frottement. Cette circonstance ne se présente que pour du sable bien sec. 

Deux observati(Hi8 sur l'inclinaison que prend la ligne de rupture MN dans 
un massif qui ne peut se soutenir, donneraient deux valeurs de x correspon- 
dantes à deux valeurs de ^; et en supposant que le poids n du mètre cube de 
la terre en expérience fut connu, on poqrrait en déduire les valeurs numériques 
des coefficients fttv. 

Ces sortes d'épreuves se' font plus fiicilement en coupant la terre verticale- 
ment , ce qui suppose / = o. Mais si Ton approfondit peu à peu la fouille, 
pour les petites profondeurs il n'y aura pas de rupture, parce que la rupture 
suppose au moins /(x, y) s=a o, et que si jr est nul on n'obtient aucune valeur 
réelle pour x tant que la hauteur h du talus vertical n'a pas atteint une cer-* 

taine limite. 
La première valeur de h qui rend x réel , s'obtiendra en fSsiisant égale à 

zéro la valeur ci-dessus de jr qui répond au maximum , ce qui donne 

ou bien 

p^ 5 . 

et en remettant pour p sa valeur -r , on obtient 

A: ♦" 



Telle serait la plus grande hauteur sous laquelle un terrain pourrait se sou- 
tenir , s'il était tranché Terticalement. 
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Du prisme de pbés grande poussée. 

Lorsque la terre e^ sontenue par un mur vertical , on ayant un léger talus 
MB (fig. 22). dont nous désignerons Findinaison par a, on peut se demander 
quelle est la plus grande poussée que ce mur pourra supporter dans le cas où 
il y aurait rupture des terres. 

n est dair que dans ce cas, il £aut que la hauteur h s(Ht assez grande pour 
qu'il y ait une valeuc àejr, c'eat^à^dm de la tang<mt« d'indinaison du plan de 
rupture MN» correspondante à la valeur de x qu'on s'est do«ii^ , o'est-à^re «« 
Mats comme on peut prandre y comme w voudra au delà 4a la valeur qui 
commeuce à ôtre pcaéible » il s'agit de choisir oaUe qui wM w maximum, la 
ppuisée horizontale ooiitce le nwir^ Uqudlo est une^notiou de « et de j. 

Qatte pousa^ ne se produîaaiit qu'upc^ que k rupture des terces a euiieu , 
elle peut ne plus être de même nature que la forcé qui retenait lea tentes avant 
la rupture ; néanmoÎAS elle aura UM oxpresaioa analogue 9 et ne peut contenir 
que deux tenmea, l'uu iMtoportiouoel k la preséoa* et Tautee proportionnel aux 
aur&ceseu contaKA. Ainsi /et v déaigpaQt cowiie pfécédomment des eoeffi- 
cieiits numériques» et P éiaui. la pressiou sur la aw&ee du coutiMitp l'expression 
de ]a force pareil^ au pLau de rupture qui pounuit retenir le prison supé-* 
rieur sur ce plan, sera toujours de la forme 

f^ + ^a. 

Nous désignerons par ^ l'inclinaison du plan de rupture MN sur ce talus MB, 
c'est-à-dire l'angle BMN. * 

Si l'on cherche la valeur d'une force Q normale à la face du mur MB,.^ 
devra s'exercer pour retenir le piEÎqse^l^ wr le plan de rupture MN » on aura 
d'abord évidemment pour la force qui tend fc ftiré glisser ce prisme , 

— [tang« + Uii|(p-«)]co8(p— «). 

La force qui retient ce même 'prisme est dMUeurs 

Q8tap+/Qcoi p +r-î^'[Ua(ii+ laog(p^^ 
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Egalant donc ces deux forces , on aura 

% [Jang«+Uing(p--a)] C08(?—) = Q sin P+/Qco«p+/^tang.+tang(p-«)]tlnf^-«)+ 



d'où l'on tire 

\ [tanga + ung (P-a)] [co8(p-.«)-/8în(p -«] - ^^^_^>^ 
^^ 8inp+/c6Bp • 

eus o 

Pour obtenir plus facilement le maximum de Q relatif à ^, posons^rs t-^, 

ce qui revient à désigner par <p l'angle que ferait avec la verticale un plan incliné 
de telle sorte que le seul frottement /P proportionnel fc la pression, suffise pour 
retenir la terre supérieure sur la terre inférieure. En substituant cette valeur 
de y dans l'expression ci-dessus de Q, on aura 

Vf 2 Lwng«-rw«iglP ')\- co«(T-p) cos(P-«)C08(<p— p) 

Si l'on remarque que l'on a 

CCS (p— a) sin y —sin (P — «) ces y _ gin(y-~p + a) _ sln(y — P)cos« . ^j^ ^ _. 
eos(y — p) cos(y — p) cos(y — p) "*" 

= [tang(f— p)+ ^anS«]«osa, 

on pourra écrire 

TiA* t'A sin 9 

Q = — [taDga+taDg(p-«)l[tapgci-Ktaiig(f a)3coi«- ^^p_^^^^^_^^ . 

La symétrie de composition de cette expression par rapport aux deux quan- 
tités p — a et 9 — p dont la somme f — a est indépendante de p, montre que 
cette fonction de |3 prend des valeurs égales, dans i'intervalle de a à f , pour 
des valeurs de p telles que p — a et ç — p , échangent leurs valeurs , c*est-à-dire 
pour des couples de valeurs de p également éloignées de a et de f . Cette fonc- 
tion a donc un maximum ou un minimum pour la valeur de p située au milieu 
de cet intervalle, c'est- fc-direpoQr 
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On reconnaît que c'est un maximum , car la fonction croit à mesure que ^— « 
et q» — 13 s'approchent de l'égalité* 

La valeur maximum de Q , qui répond k p = î^^ est 



Q= ^[tanga + taiig^(T-«)J 



yAsiny 



COS'-(f — a) 



On doit remarquer que la valeur de p qui donne le maximum de Q est in^ 
dépendante des coefficients^ et v^ et serait par conséquent la même, si le 
coefficient i^ devenait nul. On peut donc énoncer ce théorème : 

« Si la force nécessaire pour faire glisser sur un plan de rupture deux par- 
» ties du même terrain peut être exprimée par deux termes^ l'un proportionnel 
» à la pression et l'autre à l'étendue de ia surface en contact , le plan de rup- 
» ture qui serait tel que la pression produite par les terres ^ contre un mur 
» vertical ou incliné qui les retient, devint un maximum , est celui qui partage 
» en deux parties ^ales , l'angle formé par le plan intérieur du mur et par un 
» plan incliné de telle sorte que les terres s'y tiendraient en équilibre à l'aide 
» de la seule force proportionnelle à la pression, et que pour, cette raison on 
» désigne par le nom de frottement, n 

La force Q qui se produirait normalement à la face intérieure du mur par 
la rupture des terres est ce qu'on nomme la poussée. Le prisme de terre com- 
pris entre le mur et le plan de rupture qui correspond au maximum de Q , se 
nomme le prisme de plus grande poussée. 

Si la terre qui peut pousser le mur par l'effet de sa rupture était chargée 
uniformément d'une masse de matériaux susceptibles de se séparer facilement 
suivant une verticale , comme des tas de pierres ou de briques sans liaison de 
mortier, le prisme de plus grande poussée resterait déterminé par la même 
règle que ci-dessus. 

En effet , il suffirait dans ce cas, d'ajouter au poids 

— [Canga + tang(p-..a)], 
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partout où il se présente dans l'équation d'équilibre, un poids additionnel pro« 
portionnel à l'étendue de la base supérieure et horizontale du prisme sur la* 
quelle porte la charge. Ce poids additionnel a pour expression 

/>A[taiig«-f tang(p — «)], 

p étant la charge par unité de longueur d^ cette base. Gela revient à changer 
dans les formules précédentes ^ eo ( -^ +P^ Y Or cela ne modifie en riep les 

conclusions, quant à la valeur de p qui dontie le maiimuiti' de Q. 

Quelques auteurs ont cherché le point où l'on pourrait supposer qu'agissait 
la résultante des pressions de la terre contre le mur. Ils ont jsupposé pour cela 
que les terres poussaient effectivement le tnûr à èhaque hauteur avec la plus 
grande poussée répondant à cette hauteur. 

Cette supposition n'est admissible qu'autant que le terrain serait d'une ho- 
mogénéité toute idéale; dans l'état ordinaire des choses, il est possible que la 
rupture ne tendant à se faire que dans la partie inférieure, la force de plus 
grande poussée s'exerce en totalité vers le bas du mur ou vers le haut du mur , 
suivant que le contact aurait lieu à l'une ou l'autre de ces places. Ainsi on doit, 
dans les applications, supposer que la plus grande poussée a lieu dans un point 
où elle a le plus d'action contre la âtabilité*du mur, puisqu'il s'agit toujours de 
pouvoir garantir que cette stabilité a lieu. Cette manière de considérer la ques- 
tion doit être celle 4es ingénieurs. 

Dans celle qui consiste à supposer le terrain tellement honsogène que le mur 
reçoit à chaque hauteur la pression correspondsmte au prisme de plus grande 
poussée, on trouve le centre d'action de la poussée totale contre le mur, en 
concevant que la pression sur un élément en hauteur est l'accroissement que 
prend la pression totale , quand on fait croître la hauteur» En aorte que si P 
désigne la fonction de h qui exprime la plus grande poussée, on a pour la 
pression sur chaque élément de hauteur 

et par suite , en vertu de la théorie des forces parallèles et des moments , le 
centre de pression devra être au-dessous du fi^n supérieur des terres à une 
hauteur À' donnée pac la formula .::«. > ^> -' 



la limite n étant la hauteur où la pr^aaion ^ (ih sur Télément commence à 

devenir positive. On ne doit pas en effet tenir compte des valeurs négatives de 
la pression; puisque là où elle a le signé — , la terre peut se tenir d'elle-même 
et que si la terre adhérait au mnr, c^ui-nci pourrait Fattirer saM la faire rom* 
pre. Mais c^tte adhérence ne pouvaat être admise, on uâ^dqit pas tenir compte 
de la traction pu pression négative. 

Du reçte^ la formule ci-dossua e$t, comme je lai dit, le i:ésultat d*une hy- 
pothèse mathématiqpey et Ton ne doit pas s'en servir dans la pratique. 

Examinons maintenant les conditîoM de stabilité d'un mur de revêtement , 
soutenaqt 4^ terres qui exercent leur pl«s grande poussée contre ce mur. Nous 
supposerons qu'il soit élevé verticalemeni à finférieiir et à l'extérieur; cela 
donne une approximation suffisante pour les cas ordinaires où l'inclinaison des 
deux faces est très-fiaiihle. S'il n'en était pas ainsi , il serait iMrile de reprendre 
les calculs que nous allcHis faire, et de considérer le cas plus général où les deux 
faces du mur ont des inclinaisons quelconques. 

Cette question se résout comme celle de la détermination du talus des terres 
qui assure leur stabilité, c'est-k-dire qui est le plus petit qui ne permette encore 
aucune rupture suivant un plan incliné. La méthode consiste à chercher une 
équation qui, daBS le cas de la rupture naissi^nte, c'est-ii-<fire de l'équilibre, lie 
la quantité^ que Yom veut déterminer et fincltnaison x du plan de rupture 
dans le mur, et k |irendre pour la quantité jr à déterminer, la hmite qui 
commence à rendre imaginaire toute vakmr pour Hnclinaison x du plan de 
rupture. En <f autres termes, il fiint choisir la valeor de^ qui est un maximum 
par rapport k Jt. ' 

Ici ce n'est plus l'inclinaison du talus que nous prendrons pour /; ce sera 
Tépaisseur du mur ; x sera l'inclinaison du plan de rupture dans le mur. On 
posera l'équation 

qui exprimera la rektiopi entre'j et x pour que le mur Mutienné juste la plus 
grande poussée. On déterminera j par le système dés deul éqtMions 
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/(a:,^)=rO, 



et 

dnx, y) 
dx 



= 0, 



la seconde revenant à ^=ip, parce que dans le problème "^ ^' ^] ne peut 

devenir infipi. 

On pourrait faire plusieurs hypothèses sur l'expression de la force qui retient 
les deux parties du mur l'une sur l'autre au moment de sa rupture. On peut 
avoir égard à l'adhérence due au mortier; mais il est plus prudent de ne pas 
en tenir compte, et de supposer que la partie supérieure ABCD (fig. a3), 
tourne autour du pied D de ce mur. t)aBS ce èas, le poids de cette partie est la 
seule force qui s'oppose à la rotation que têûd à produire la poussée du prisme 
CBF. Pour prendre le cas le plus défavorable , nous supposerons cette poussée 
appliquée en B. 

En désignant par n' le poids de l'unité de volume de la matière qui com- 
pose le mur, et opérant sur l'unité de largeur dans le sens perpendiculaire à 
la figure, le poids de la partie du mur située au-dessus d'u plan de rupture, sera 

La poussée du prisme BCF de phid grande poussée, sera d'ailleurs 

Q = 5 ih—y^y ^iW" 2 ? - ^^ (* -^x) tang - 1, 
ou en posant, pour abréger Pécntore",* 

La force P étant la seule qui s'oppose à la poussée, on aura pour l'équilibre, 
en prenant les moments par rapport au point D, 



M ^ 

I.MJ : 


'••)i' ' ' 


f ' 1 


. 


.î V • '{': 


■■ r--' 
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OU 

Difiërentiant eette équation, eu introduisant la condition ^c=::o, te qui 
donne 

dx "-""'^' 
et 



tff" 



/_ y 



dx 9' 

on obtient 

— na* (A— ^«) ^ + ^d^ s= — ^. 

Divisant par 7* et transposant, il vient 

-^_ na' (h—yx)y + ^vah= 0, 
d'où Ton tire 



h —yx = — 



"'-^* ' 5b«* 



et 

Substituant dans l'équation primitive entre ^ et x, on trouve une équation 
qui servira à déterminer la largeur jr du mur, au deU de laquelle il n est pas 
possible qu'il y ait rupture. 
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NOTE 



Sur OD mécaniaine propre à ^mesurer le irtf ail transmis dans une machine par an arbra 
toarnaDt, oa par one roue d*engreiiage. 



Loraqu oA aura besoin de mettre de la précision en mesurant le travail 
transmis par un aibre toumaàt , et qu'on voudra tenir compte à la Ibis du 
mouvement et de la force, quelque cliaiq;ement que cdle-ci éprouve , je vais 
indiquer un moyen dont on pourra Geiire quelques essais. Je ne le propose ici que 
oomme un sujet d'étude de la part des constructeurs : c'est fc Fobaervation seule 
k faire connaitre le parti qu'on peut en tirer. 

Pour faeiiiter VinteUigence de la description , supposons d'abord que la force 
avec laquelle l'arbre agit à une certaine distance de son axe soit constante pen- 
dant le mouvement. Dans ce cas , en admettant qu'on ait constaté cette force , 
la mesure du Ipavail se réduirait à compter le nombre des tours de l'arbre. Pour 
cela on pourrait, entre autres moyens^ garnir cet aii>re d'un disque, dont la 
circonférence toucherait un cylindre qui tournerait par l'efiet de son Mtte- 
ment contre ce disque. On entretiendrait ce frottement au moyen d'un ressort 
de pression qui agirait sur une diappe dans laquelle seraient placés les petite 
tourillons de ce cylindre. Cette cbappe ayant la faculté de se mouvoir autour 
d'une charnière parallèle h l'axe du cylindre, le ressort ferait appuyer celui-ci 
contre le disque. Le mouvement de rotation du cylindre ferait marcher un sys- 
tème compteur qui accuserait le nombre des tours. De ce nombre , on conclu- 
rait le travail produit, puisque nous avons supposé qu'on connaissait la force 
constante qui a agi pendant le mouvement. 

Mais, dès que la .force est variable, ce compteur ne suffit pas. Le travail 
dMasant non-seulement avec le nombre des tours de Farbre , mais encore avec 
cette force, il faut trouver moyen de faire marcher le compteur eu raison 
composée de Tefifort et de la vitesse de l'arbre. Voici comment on pen^y par- 
venir. 
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GoBceiiFons <{iie 4e disqae qni tourne avec Tarbre devienne un anneau qui en 
soit détaché > et qui y tout en tournant, puisse avancer ou reculer dans le sens de 
Farbre , à mesure que la force croit ou décroit , de telle manière qu'on soit maître 
de la dépendance qu'il y aura entre |e déplacement du disque et l'intensité 
variable de la force. Nous reviendrons tout à l'heure sur la disposition propre à 
cet objet; admettons, pour le moment , qu'elle soit exécutée; alors, au lieu de 
mettre un cylindre en contact avec le disque tournant , on emploiera un cône 
dont l'axe sera incliné de manière que la génératrice correspondante au contact 
soit perpendiculaire au disque , comme Tétait d^aborcL la génératrice du cy- 
lindre. Lorsque le disque , tout en tournant avec l'arbre, se portera en avant bu 
en arrière par VeSel du changement de la force , ainsi que nous le supposons p il 
touchera le cône plus loin ou phis près de soasommet , ei le cercle oorrespoodant 
an contact variera de rayon : ce cône fiaradonc l'office d'un IpigtKm dont le rayon 
changerait. Le ressort de pression qui le lait appuyer contre le disque rendra le 
frottement équivalent à une espèce d'engrenage qui subsistera continudyie* 
ment , et fera marcher le cône avec le disque (*)• Gomnae le nombre de tours 
que &it le cône dans un temps donné pour une certaine vitesse de l'arbre tournant 
est d'autant plus grand que le disque le touche plus près du sommet , le comp- 
teur, qui accuse le nombre de tours du cône, en marquera d'autant plus, 
toutes choses égales d*ailleurs, que la force dont n6us avons f§f\é sera plus 
grande, puisque c'est par l'accroissement de cette force que Je disque tournant 
s'est porté vers la pointe xiu cône. 

Il ne nous reste plus qu'à examiner comAuenti, lorsque la force croit ou dé- 
croît, on fera avancer ou reculer le disque tournant,, de manière que pour chaque 
tour de celui-ci le cône fesse un nombre de tours prc^ortionnel à celte forte* U 
suffit I pour ceb^ quêtes variations produisent un changement de fomie dans 
la macbiue, et que œ changement serve k pousser le disque tournant. Pour 
parvenir ii ce but., on fera eu sorte que la roue dctaléequi communique le mou- 
vement de larbre au reste de la machine , puisse , à volonté f né pins être liée a 



1 
C) M. BroccU, conaeriatoar 4i eonstmctour «bs moMm^ k ÏÈo€kd PolylMsIniiqne , sfait 
bien voulu construire cette commoDication de mouvement, J*ai pu me oonvaincre que , 
malgré le déplacement assez rapide du disque, le cône ne cesse pas d*Atre conduit par le 
frottemeët comme s'il y avait un engrenage. C'est M. Brocchi qui a eu Tidée de tenir la 
diappe à une cliarnière. 
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Fairbre quj^ par riiitern;i44iaûe à'un système de ressorts q^ui cédecont sous la 
pression , et permettroQt à cette roue de leur donner une légère t/orsion j^tou^ 
de Farbre» D'abord , pour rendre la roue indépendante de Tarbre ^ îl suffira 
qu*elle soit comme un anneau ou manchon ayant i^n tiou circulaire dans lequel 
passera Tarbre. En adaptaqt sur celui-ci des deux côtés de la roue des jf)u<s 
saillantes ^ui Tembrasseiput,, et en se ménageant le moyen de placer diBS gou« 
pilles qui traversent ces joues et la roue ^ on la liera à volonté aveq larbrequ^nd 
c€^ goupilles seront placées» et on la rendra indépendante quand Qn.les^aun 
retirées momentanément pour faire usage du mécanisme propre à mesurer I^ 
travail. C'est alors qu'il fajidra que des ressorts seuls établissent uqe liai^oi 
entre l'arbre et la roue. Pour cela, on garnira l'arbre^ à quelque distance deU^ 
roue, d'un collier taisant corps avec lui , et formant une culasse dans laqjuelUi 
seront fixés par. une extrémité des ressorts droits ^rallèles à l'arbre , et fqrniaitt 
faisceau alentour. Les. autres extrémités de ces ressorts passeront dans des troua 
ou collets pratiqués sur le côté de la roue dentée dont nous v^enons de parler. 
Lorsque les goupilles qui la lient avec l'arbre seront retirées^ cette roua ne sesa 
plus conduite que par l'intermédiaire du faisceau de iiessort^. Ceuxrci alor^ 
prendront une légère torsion , qui variera suivant 1^ degré de fprce quf^ (a 
roue dentée aura à exercer. Il sera facile de constater cette force pour cbaqjuie 
degré de torsion en faisant des mesures préalables. Comme on pourra cendre 
les ressorts aussi forts qu'on voudra , la force habituelle qui est exercée sur la 
roue ne produira pas un grand degré de torsion sur ces ressorts. Pour faire 
croître rapidemcQt la résistance avec lu. torsion , on pourra placer un second, un 
troisième et un. quatrième faisceau de ces ressorts, tous concentriques, mais 
dont les bouts y ap lieu de toucher la roue constamment, en £teront dét^cbéa 
pour atteindre successivement les uns- après les autres des parties saillantes aur 
cette roue. De cette sorte, à mesure que la torsion augmentera,, il y aura lun. 
plus grand nombre de ressorts qui viendront presser ces parties saillantes f etla, 
force croîtra rapidement avec cette torsiou. On pourra donc s'arranger de ma- 
nière que si la force habituelle produit une torsion de a à 3 centimètres à Ig cir« 
conférence de la roue dentée, la plus grande force qui puisse avoir lieu quand' 
elle serait quadruple de ^a force moyenne ne produise qn*une torsioa de 4 ^5 
centimètres. 

flnfin , la deroîèfie oondîiioQ à remplir sera de prodiiire, par le moy^i des 
degrés. de torsion:, un déplacement dy disque qui soit t«l^. que œlui-ei; viénae 
touchei! Wicôoq pkia <iu imîii^ppè^ dv «MOUieU ^t ptàôi^ém^iètjàê mwnj^miqfm 
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le nombre des tours de ce côue correspondant k un tour de Farbre soit propor» 
tiondlÉ à la force. On peut employer pour cela différents moyens ; en voici un 
que j'indique pour montrer la possibilité de la solution du problème. Le disque 
tournant autour de Farbre seca tenu par trois tiges longitudinales qui pourront 
glisser chacune dans un ou deux collets tenant à l'arbre et tournant avec lui. 
Ces collets pourront être simplement des trous percés dans des rayons saillants. 
Le disque, tout en tournant avec l'arbre, aura donc la possibilité de se porter 
en avant ou en arrière avec les tiges qui le tiennent. Celles-ci viendront s'ap- 
puyer sur des cames ou tasseaux saillants ménagés sur le côté de la roue dent^. 
A l'aide d'un ressort de pression qui agira sur le disque qui forme chapeau de ces 
trois tiges, elles seront forcées d'appuyer contre ces cames. QpUés-ci auront une 
forme telle, qu'à mesure que les ressorts se tordront, et que la roue deptée aura 
ainsi tourné d'un petit angle par rapport à. l'arbre, elles pousseront les tiges 
qui s'appuient sur leurs contours et le disque s'approchera du sommet du cône. 
Si la force , et par suite la torsion , vient à diminuer , les cames se déplaçant en 
sens contraire, laisseront revenir les tiges qui s'appuient dessus, et le disque re- 
viendra plus près de la base du cône. Pour donner aux cames la forme conve* 
nable, on mesurera par observation les degrés de torsion de la roue dentée, qui 
correspondent à chaque degré de force appliquée à l'arbre. Cela se fera facilement 
à Taide de poids qu'on suspendra à une corde enroulée sur cet arbre, pendant 
qu'on maintiendra la roue dentée dans une position fixe. Désignons par x Vé- 
cartement dû à la torsion , mesuré à la distance de l'axe de rotation où l'on 
veut placer les cames, et par F la force*: on aura , par expérience, la relation 
approximative entre a: et F ; nous la représenterons par F = f (x). L'ordonnée 
de la courbe que doit former la saillie des cames devra être telle , que le disque 
aille toucher le cône au point convenable pour que la vitesse de rotation de 
celui-ci reste proportionnelle à F. Ainsi , en désignant par jr cette ordonnée , 
par F; la plus petite force qui se produira pendant ce mouvement , laquelle sera 
toujours au moins celle qui est nécessaire pour vaincre les frottements ; et 
enfin f en représentant par b la longueur du cône , on devra avoir 

-— i r=3-;:ouj = 6(l— ~j; et comn^e on a F =5 9 (x), cette équation 

donnera la courbe que doit former la came. La plus Faible valeur de la force F 
qui est F. donnera le point de départ qui devra mettre le disque en contact 
avec la plus grande lai^ur du cône. A. ce point i on aura j^ = o. Elnauite, à 
mesure que F ou ^ (^) croîtra , l'ordonnée^ croîtra aussi; mais, quelque grande 
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que devienne la force, cette ordonnée sera toujours un peu inférieure à 6, et le 
disque n'atteindra pas tout à Êiit le sommet du cône. 

On pourrait encore opérer le déplacement du disque de la manière suivante : 
on adapterait à la roue et à l'arbre des appendices qui viendraient se mettre Tun 
à côté de l'autre, et qui s'écarteraient par Feffet de la torsion; on relierait en* 
suite ces deux appendices par deux tringles à articulations formant les deux 
côtés d'un triangle isocèle, dont la base serait récartemefit dû à la torsion, en 
sorte que, suivant que celle-ci serait plus ou moins grande» le sommet du 
triangle, qui est l'articulation des deux tringles , serait poussé ou retiré; le 
disque étant attaché à trois de ces sommets de triangle fc articulation, serait 
aussi poussé ou retiré par l'effet de la torsion. 

Avec ce mode de renvoi de mouvement , le déplacement du disque serait ^ 
l'ordonnée d'un arc d'ellipse âbni lé degré de torsion serait l'abscisse. En dis- 
posant de l'angle que feront les deux tringles pour la plus petite et la plus grande 
force, Tare de l'ellipse correspondrait à telle ou telle partie de cette courbe, en 
sorte qu'on pourrait s'arranger pour qu'il s'éloignât peu de l'arc de courbe qui 

est donné par l'équation jr = b(i pr Y Ce moyen dispenserait du ressort de 

pression qui , dans la disposition précédente, agit sur le disque pour faire ap- 
puyer les tiges sur les cames ; mais il serait moins exact, et il exigerait toujours 
. qu'avant de choisir le premier écartement des points d'attache des tringles, ainsi 
que la longueur de celles-ci , on eût déterminé par expérience la relation entre 
la force et Técartement de ces points d'attache. 

Si l'on voulait rendre le mouvement du disque plus sensible, et l'augmenter 
dans une certaine proportion , on pourrait placer plusieurs lozanges à articula- 
tion, se reployant ou s'allongeant tous ensemble lorsque l'angle que font ces 
tringles s'ouvre ou se referme : on obtiendrait ainsi , au sonmiet du dernier lo- 
sange, un mouvement correspondant aux ordonnées d'une ellipse plus allongée 
vers son sommet, les abscisses étant toujours les écartements des points d'attache 
des deux tringles. 

Peut-être sèrait-il à craindre que, même avec cette latitude de rendre le 
mouvement du disque plus sensible , à l'aide des tringles et de ces lozanges, on 
n'arrivât pas encore à donner une relation convenable entre la force et le dé- 
placement du disque : c'est ce qu'on ne pourrait reconnaître qu'après avoir fait 
des expériences sur la variation de la force des ressorts. En tout cas, le premier 
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n^ode des cames saillantes doquerait toujours toute l'exactitude qu'on pourra 
désirer y si ce dernier ne fournissait pas une. approximation assez grande. 

Quant au compteur qu'oq adaptera au côoe^ on pourra prendre , soit de 
simples roues à chevilles, ^it U compteur roiultiplicateur de M. Viard; ils 
offriront Vun et l'autre ^s^n peu, de rési:»tançe pour ne p^s gêner le mouvemeni 
du. cône. 

Le mêm^ mécaniaii^e que uohs venons d'indiquer pour tenir compte des va» 
riations dans ki force ^ peut ^]employer, avec quelque modification , dans le cnji 
QÙ l'on se sert du frein pour mesqrer le travail que peut fournir un moteur. 
Pour cela, on placera le levier qui forme une des. branches d,u Cc^in^ du côté oè 
le frottement tendra à faire presser sou extrémité contre uairessort appujé sur ie 
sol , de sor^ que pour d^$ accnoissements dans le frottement ^ le ressort sera 
coipprimé davantage, et r^xtr^mitc du levier 9^(|)>aissera. Sur Varbre toumaql 
qu sur une ponlie de rapport qu on y aura placée, on mettra une corde sans fin, 
pour Fcnvoyer le mouvemenit k une poulie plus grande , qui sera isolée de la 
I^^chioe, et qui fai*a tourner un petit axe horizontal parallèle à farbre et placé 
près de l'extrémité du levier du frein. Cet axe tournera dans des coussinets 
appuyés sur un socle posé sur le sol , et indépendant de la machine. Un disque 
placé sur cet asfii^ à qo^ites décimètres de cette pouUe, tournera avec elle, et 
aura une vil»ase< de rotation proportionnelle à celle de l'arbre de la machine. 
Pour accuser le nombre de tours de cet arbne j et pour tenir compte en même 
temps des variations de force , on fiera frotteo ce disque contre un cône tournant 
autour d'un axe placé dans une dbappe; celle*ci tiendra à un socle par une 
ai;ticulationi. Un ressort pressant contre cetta chappe Cera appuyer le cône contre 
Iq. disque ppuf augmeiUer le frottement qui établit la communication du mou- 
vement* Il faudra que, par, l'effet du changement de force qpi se pimluit à Fex- 
trémitié du le^vie^ da frein , k sQcle qui porte le cône , et par suite le côoa lui- 
Qiême^ puisse ^t. déplaeer parallèlement à l'axe de rotaiion du disque^ de 
manière à en être touché plus PU moiw piiès de son sommet , et à la distance 
convenable. Pour cela, fa fextrémité du levier et sur le côté, on. adaptera une 
came saillante ; elle sera destinée k pousser une tige tenant le socle sur lequel 
porte le cône tournant. Cette tige pourra glisser dans deux collets fixes appuyés 
suc le sol , de manière à se mouvoir suivant une direction parallèle à Taxe de ro» 
Ijition du disque : un petit ressort de pression agissant sur son extrémité opposée, 
l'obligera k appuyer toujours sur la came. Ainsi, lorsque le levier du freii| 
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s'abaissera en comprimant le ressort qui le supporte , la came , qui s'abaissera 
aussi , poussera la tige et en même temps le socle qui porte le cône; le point de 
contact de celui-ci avec le disque tournant se portera donc plus près de son 
sommet. Lorsque le levier se relèvera , et que le ressort sera moins comprimé y 
la came se relèvera , et la tige, revenant en sens contraire, le cône sera touché 
parle disque plus loin de son sommet. Il sera facile, comme dans le cas précé- 
dent, de déterminer la courbure de la came, de manière que le point de con- 
tact du disque et du cône soit à une distance telle du sommet de ce dernier^ 
que, pour une même vitesse du disque ou de Tarbre de la machine, la vitesse 
de rotation de ce cône soit toujours proportionnelle à la force du ressort qui 
agit sur le levier. Il suffira , pour cela , de déterminer par expérience la relation 
entre la force de ce ressort et les degrés de compression qu'il peut prendre; ce 
qui se fera très-facilement en le chargeant avec des poids. 

Dans le mécanisme qu'on vient de décrire, on peut remarquer qu'en donnant 
le mouvement au disque par une corde sans fin passant sur l'arbre de la ma- 
chine , on a l'avantage de ralentir son mouvement et celui du cône , ce qui donne 
à celui-ci plus de facilité de changer sa vitesse. Si ce cône marchait trop rapide* 
ment, il serait à craindre que, par l'effet de la vitesse acquise, le frottement 
contre le disque ne fût pas suffisant pour l'empêcher de glisser contre ce disque 
pour peu qu'il eût un peu de masse. Cet effet pourrait peut-être nuire à l'exac- 
titude du mécanisme que nous avons indiqué d'aliord, pour le cas où l'on n'em^ 
ploie pas le frein et où le travail de la machine est recueilli à l'aide d'un système 
de ressorts fixés à un arbre tournant. Si Ton reconnaissait que cet inconvénient 
pût entraîner trop d'inexactitude , et qu'on voulût j remédier; on pourrait 
d'abord renvoyer le mouvement de l'arbre à'^n disque isolé , comme nous ve- 
nons de l'indiquer pour le cas -du frein; mais alors , au lieu de faire déplacer 
ce disque par l'effet des variations de force, on ferait déplacer le cône. Pour 
cela , on communiquerait au socle qui le porterait le mouvement de translation 
du chapeau des liges qui appuient sur la came. Il suffirait pour cela de se servir 
d'un levier embrassant le bord de ce chapeau avec une fourchette qui ne gêne- 
rait pas le mouvement de rotation que prend celui-ci en même temps que 
l'arbre. 
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